
Mέτρηση Στερεών

Γεωμετρικά Στερεά

H Γεωμετρία του Xώρου
αποτελεί ένα από τα πιο
ενδιαφέροντα κεφάλαια,

εξαιτίας των πολλών
εφαρμογών της στην

καθημερινή ζωή.

Θα μας απασχολήσει η
μελέτη στερεών σωμάτων,

όπως τo πρίσμα,
ο κύλινδρος, η πυραμίδα,

ο κώνος και η σφαίρα.
Θα εξετάσουμε τα στοιχεία

τους και τη μέτρηση των
επιφανειών τους

και του όγκου τους

(Στερεομετρία).
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√ ÃÒÚÔ˜
√ Ê˘ÛÈÎfi˜ ÎfiÛÌÔ˜ ÛÙÔÓ ÔÔ›Ô ˙Ô‡ÌÂ Î·È fiÏ· Ù· ¿„˘¯· ·ÓÙÈÎÂ›ÌÂÓ·,
Î·ıÒ˜ Î·È Ù· ¤Ì„˘¯· fiÓÙ· Ô˘ Ì·˜ ÂÚÈ‚¿ÏÏÔ˘Ó, ·ÔÙÂÏÔ‡Ó ÙÔÓ
«¯ÒÚÔ».
Δ· Û¯‹Ì·Ù· ÙÔ˘ ¯ÒÚÔ˘ ‰È·ÎÚ›ÓÔÓÙ·È ÛÂ Â›Â‰· Î·È ÛÙÂÚÂ¿ Î·È
·ÔÙÂÏÔ‡ÓÙ·È ·fi ÂÈÊ¿ÓÂÈÂ˜, ÁÚ·ÌÌ¤˜ Î·È ÛËÌÂ›·.
√È ÂÈÊ¿ÓÂÈÂ˜ ¤¯Ô˘Ó ‰‡Ô ‰È·ÛÙ¿ÛÂÈ˜ Î·È ‰È·ÎÚ›ÓÔ˘Ó Ù· ·ÓÙÈÎÂ›ÌÂÓ·
ÌÂÙ·Í‡ ÙÔ˘˜, ÔÈ ÁÚ·ÌÌ¤˜ ¤¯Ô˘Ó Ì›· ‰È¿ÛÙ·ÛË Î·È Ù· ÛËÌÂ›· Î·Ì›·.
∏ °ÂˆÌÂÙÚ›· ÙÔ˘ ¯ÒÚÔ˘ Â›Ó·È Ë ÂÈÛÙ‹ÌË Ô˘ ÌÂÏÂÙ¿ Ù· ÛÙÂÚÂ¿
ÛÒÌ·Ù· Î·È ÙÈ˜ È‰ÈfiÙËÙ¤˜ ÙÔ˘˜ ÛÙÔÓ ¯ÒÚÔ. ∏ ™ÙÂÚÂÔÌÂÙÚ›·
·Û¯ÔÏÂ›Ù·È ÌÂ ÙË Ì¤ÙÚËÛË ÙˆÓ fiÁÎˆÓ ÙˆÓ ‰È·ÊfiÚˆÓ ÛÙÂÚÂÒÓ
Û¯ËÌ¿ÙˆÓ: ÙˆÓ ÚÈÛÌ¿ÙˆÓ, ÙˆÓ Î˘Ï›Ó‰ÚˆÓ, ÙË˜ ÛÊ·›Ú·˜ Î.Ô.Î.
√ ¯ÒÚÔ˜ ¤¯ÂÈ ÙÚÂÈ˜ ‰È·ÊÔÚÂÙÈÎ¤˜ ‰È·ÛÙ¿ÛÂÈ˜: Ì‹ÎÔ˜, Ï¿ÙÔ˜ Î·È ‡„Ô˜
Î·È ÂÎÙÂ›ÓÂÙ·È ·ÂÚÈfiÚÈÛÙ·. √È ¶˘ı·ÁfiÚÂÈÔÈ ÌÂÏ¤ÙËÛ·Ó ÙË ÛÊ·›Ú·
Î·È Î¿ÔÈ· Î·ÓÔÓÈÎ¿ ÔÏ‡Â‰Ú·, ·ÏÏ¿ ÔÈ ¶Ï·ÙˆÓÈÛÙ¤˜ ‹Ù·Ó ·˘ÙÔ›
Ô˘ ·Û¯ÔÏ‹ıËÎ·Ó ÂÎÙÂÙ·Ì¤Ó· ÌÂ Ù· Î·ÓÔÓÈÎ¿ ÔÏ‡Â‰Ú·.
ΔÔ ÙÂÙÚ¿Â‰ÚÔ, Ô Î‡‚Ô˜, ÙÔ ÔÎÙ¿Â‰ÚÔ, ÙÔ ÂÈÎÔÛ¿Â‰ÚÔ Î·È ÙÔ
‰ˆ‰ÂÎ¿Â‰ÚÔ ÔÓÔÌ¿˙ÔÓÙ·È ¶Ï·ÙˆÓÈÎ¿ ™ÙÂÚÂ¿. √ÓÔÌ¿˙ÔÓÙ·È Â›ÛË˜
Î·È ∫ÔÛÌÈÎ¿ ™ÙÂÚÂ¿, Î·ıÒ˜ ÛÙË ºÈÏÔÛÔÊ›· ÙÔ˘ ¶Ï¿ÙˆÓ·
Û˘Ì‚fiÏÈ˙·Ó ·ÓÙ›ÛÙÔÈ¯· ÙËÓ ÊˆÙÈ¿, ÙË ÁË, ÙÔ ÓÂÚfi, ÙÔÓ ·¤Ú· Î·È ÙËÓ
«¤ÌÙË Ô˘Û›·» (quinta essentia).
∏ ÌÂÏ¤ÙË ÙÔ˘ Î‡‚Ô˘, ÙÔ˘ ÙÂÙÚ¿Â‰ÚÔ˘ Î·È ÙÔ˘ ‰ˆ‰ÂÎ¿Â‰ÚÔ˘ Ú¤ÂÈ
Ó· ¤ÁÈÓÂ ·fi ÙÔ˘˜ ¶˘ı·ÁfiÚÂÈÔ˘˜Ø Ô £Â·›ÙËÙÔ˜ ÌÂÏ¤ÙËÛÂ ÙÔ ÔÎÙ¿Â‰ÚÔ
Î·È ÙÔ ÂÈÎÔÛ¿Â‰ÚÔ, ÂÓÒ Ô ∂‡‰ÔÍÔ˜ ıÂÌÂÏ›ˆÛÂ ÙË Ì¤ÙÚËÛ‹ ÙÔ˘˜.
∏ ™ÙÂÚÂÔÌÂÙÚ›· ·ÔÙÂÏÂ› ÛËÌ·ÓÙÈÎfi Ì¤ÚÔ˜ ÙË˜ Î·ıËÌÂÚÈÓ‹˜ Ì·˜
˙ˆ‹˜: ·fi Ì›· ·Ï‹ ·Ú·ÁÁÂÏ›· Ù·ÂÙÛ·Ú›·˜ ÁÈ· ÙÔ ‰ˆÌ¿ÙÈfi Ì·˜
¤ˆ˜ ÙÔ Û¯Â‰È·ÛÌfi ÎÙÈÚ›ˆÓ ÛÙËÓ ∞Ú¯ÈÙÂÎÙÔÓÈÎ‹. ¢ÂÓ Â›Ó·È fiÌˆ˜ Î·È
Ï›ÁÂ˜ ÔÈ ÂÈ‰Ú¿ÛÂÈ˜ ÙË˜ ÛÙËÓ Δ¤¯ÓË: ˙ˆÁÚ·ÊÈÎ‹, ÁÏ˘ÙÈÎ‹ Î.¿.
∏ ÂÍ·ÈÚÂÙÈÎ‹ ¯Ú‹ÛË ÙË˜ ·›ÛıËÛË˜ ÙÔ˘ ¯ÒÚÔ˘ Ì¤Û· ·fi ÙË °ÂˆÌÂÙÚ›·
¤ÁÈÓÂ Ê·ÓÂÚ‹ Î·Ù¿ ÙËÓ ∞Ó·Á¤ÓÓËÛË. ∏ ∞Ó·Á¤ÓÓËÛË ‰È¤ıÂÙÂ ‰‡Ô
‚·ÛÈÎ¿ ¯·Ú·ÎÙËÚÈÛÙÈÎ¿: ÙËÓ ¤ÌÊ·ÛË ÛÙÔ Û¯‹Ì· Î·È ÙËÓ ¤ÌÊ·ÛË ÛÙÔ
¯ÚÒÌ·. √ ÌfiÓÔ˜, ›Ûˆ˜, ˙ˆÁÚ¿ÊÔ˜ Ô˘ ¤Êı·ÛÂ ÛÙÔ ·ÓÒÙ·ÙÔ Â›Â‰Ô
Î·È ÛÙ· ‰‡Ô ‹Ù·Ó Ô Leonardo da Vinci, Ô ÔÔ›Ô˜ ¤‰ˆÛÂ ÛÙËÓ
∂ÈÂ‰ÔÌÂÙÚ›· Î·È ÙË ™ÙÂÚÂÔÌÂÙÚ›· ÌÈ· ‰È¿ÛÙ·ÛË ¿ÁÓˆÛÙË ÛÙÈ˜
ÚÔËÁÔ‡ÌÂÓÂ˜ ÁÂÓÈ¤˜. √ «ª˘ÛÙÈÎfi˜ ¢Â›ÓÔ˜»  ÙÔ˘ da Vinci ÛÙËÓ
ÂÎÎÏËÛ›· Santa Maria della Grazie ÛÙÔ ªÈÏ¿ÓÔ Â›Ó·È ¤Ó· ¤ÍÔ¯Ô
‰Â›ÁÌ· ÙË˜ ¯Ú‹ÛË˜ ÙˆÓ ÁÓÒÛÂˆÓ ™ÙÂÚÂÔÌÂÙÚ›·˜ ÛÙËÓ Δ¤¯ÓË Î·È
ÂÎÏ‹ÛÛÂÈ ÌÂ ÙËÓ ¿ÌÂÛË ·›ÛıËÛË ÙÔ˘ ¯ÒÚÔ˘ Ô˘ ‰›ÓÂÈ ÛÙÔ ıÂ·Ù‹.
∏ °ÂˆÌÂÙÚ›· ÙÔ˘ ¯ÒÚÔ˘ ‚Ú›ÛÎÂÈ ÛËÌ·ÓÙÈÎ¤˜ ÂÊ·ÚÌÔÁ¤˜ Î·È ÛÂ ¿ÏÏÂ˜
ÂÈÛÙ‹ÌÂ˜. ™ÙË μÈÔÏÔÁ›· Î·È ÛÙËÓ π·ÙÚÈÎ‹ Ë ÌÂÏ¤ÙË ÙÔ˘ ÂÁÎÂÊ¿ÏÔ˘ ‹
Î·È ¿ÏÏˆÓ ÔÚÁ¿ÓˆÓ ÙÔ˘ ÛÒÌ·ÙÔ˜ Á›ÓÂÙ·È ÌÂ ¤ÓÙÔÓË ÙËÓ ·ÚÔ˘Û›·
ÂÓÓÔÈÒÓ ÙË˜ ™ÙÂÚÂÔÌÂÙÚ›·˜. ™ÙË ÃËÌÂ›· Ë ‰ÔÌÈÎ‹ Ù·ÍÈÓfiÌËÛË ÙˆÓ
ÔÚÁ·ÓÈÎÒÓ ÂÓÒÛÂˆÓ Á›ÓÂÙ·È ÌÂ È‰ÈfiÙËÙÂ˜ ÁÂˆÌÂÙÚÈÎÒÓ Û¯ËÌ¿ÙˆÓ ÙË˜
™ÙÂÚÂÔÌÂÙÚ›·˜. ™ÙË ™ÂÈÛÌÔÏÔÁ›·, ÔÈ ÚÔÛÔÌÔÈÒÛÂÈ˜ ÙˆÓ ÎÈÓ‹ÛÂˆÓ
ÙˆÓ ÙÂÎÙÔÓÈÎÒÓ Ï·ÎÒÓ ·ÎÔÏÔ˘ıÔ‡Ó «ÁÂˆÌÂÙÚÈÎÔ‡˜ Î·ÓfiÓÂ˜» ÛÙÔ
¯ÒÚÔ. 
√È ÂÊ·ÚÌÔÁ¤˜ ÙË˜ °ÂˆÌÂÙÚ›·˜ ÙÔ˘ ÃÒÚÔ˘ Â›Ó·È ÔÏÏ¤˜
·Ó·‰ÂÈÎÓ‡ÔÓÙ·˜ ÙË ÁÓÒÛË ÙË˜ ™ÙÂÚÂÔÌÂÙÚ›·˜ ÛÂ ¤Ó· ·Ó·fiÛ·ÛÙÔ
ÎÔÌÌ¿ÙÈ ÙË˜ Î·ıËÌÂÚÈÓ‹˜ Ì·˜ ˙ˆ‹˜, ÙË˜ Δ¤¯ÓË˜ Î·È ÙË˜ ∂ÈÛÙ‹ÌË˜.
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Ευθείες και Επίπεδα
Οι πρωταρχικές έννοιες του χώρου - γωστές ήδη από την
εμπειρία μας - είναι το σημείο, η ευθεία και το επίπεδο.
Τα επίπεδα τα έχουμε συνδέσει στο φυσικό κόσμο με την
αίσθηση των επιφανειών.
Η επιφάνεια του μαυροπίνακα, ενός λείου πατώματος, ενός
καθρέπτη μάς δίνουν την αίσθηση του επιπέδου.
Ωστόσο, το επίπεδο επεκτείνεται απεριόριστα και για να το παρα-
στήσουμε, σχεδιάζουμε ένα παραλληλόγραμμο για να χωράει
στην επιφάνεια του χαρτιού. Το ονομάζουμε, επίσης μ’ ένα από
τα τελευταία μικρά γράμματα του αγγλικού αλφαβήτου (p, q, r).
Μία ευθεία ε ορίζεται κατά μοναδικό τρόπο από τα δύο σημεία
Α και Β. Αν θεωρήσουμε ένα τρίτο σημείο Γ που δεν ανήκει
στην ευθεία ε, τότε τα τρία αυτά σημεία Α, Β, και Γ ορίζουν ένα
επίπεδο p. Προφανώς, η ευθεία ε και το σημείο Γ ορίζουν το
ίδιο επίπεδο.
Γι’ αυτό ακριβώς το λόγο, οι φωτογράφοι για μεγαλύτερη
σταθερότητα στηρίζουν τις φωτογραφικές μηχανές τους σε
τρίποδο και έτσι εξηγείται η τρίτη ρόδα στα ποδήλατα των
μικρών παιδιών.

Σχετικές θέσεις δύο επιπέδων
Σε ένα κλειστό βιβλίο οι δύο επιφάνειες που ορίζουν τα

εξώφυλλά του, μας δίνουν την αίσθηση ότι όσο και αν τις

προεκτείνουμε, δεν τέμνονται ποτέ.

Τα δύο επίπεδα που δημιουργούνται έτσι, λέγονται παράλληλα.

Αν τώρα ανοίξουμε το βιβλίο, παρατηρούμε ότι σχηματίζονται

δύο επίπεδα που τα κοινά τους σημεία ανήκουν σε μια ευθεία.

Λέμε, τότε, ότι τα επίπεδα τέμνονται.

Η ευθεία αυτή λέγεται τομή των δύο επιπέδων.

Ευθείες και επίπεδα στο χώρο4.1.
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Επομένως:

Σχετικές θέσεις δύο ευθειών στο χώρο
Γνωρίζουμε ότι δύο διαφορετικές ευθείες που ανήκουν στο ίδιο

επίπεδο μπορούν να είναι παράλληλες ή να τέμνονται.

Όμως, όπως φαίνεται στον διπλανό κύβο, υπάρχουν ευθείες

στο χώρο που δε βρίσκονται στο ίδιο επίπεδο και δεν έχουν

κανένα κοινό σημείο.

Οι ευθείες αυτές λέγονται ασύμβατες.

Επομένως:

Σχετικές θέσεις ευθείας και επιπέδου
Όπως ξέρουμε, από δύο σημεία ορίζεται μοναδική ευθεία.

Όταν τα σημεία αυτά ανήκουν σε ένα επίπεδο, τότε ολόκληρη η

ευθεία ανήκει στο επίπεδο αυτό.

Η ευθεία αυτή λέγεται ευθεία του επιπέδου.

Αν μια ευθεία δεν έχει κοινά σημεία με ένα επίπεδο, τότε είναι

παράλληλη στο επίπεδο αυτό.

Όταν έχουμε δύο διαφορετικές ευθείες ε και ζ, οι μόνες

δυνατές θέσεις που μπορεί να έχουν είναι: 

● Να είναι παράλληλες, δηλαδή να ανήκουν στο ίδιο

επίπεδο και να μην έχουν κανένα κοινό σημείο.

● Να τέμνονται, δηλαδή να έχουν ένα μόνο κοινό

σημείο.

● Να είναι ασύμβατες, δηλαδή να ανήκουν σε

διαφορετικά επίπεδα και να μην έχουν κανένα

κοινό σημείο.

Οι δυνατές θέσεις δύο διαφορετικών επιπέδων είναι:

● Να είναι παράλληλα.

● Να τέμνονται κατά μία ευθεία.
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Είναι, όμως, δυνατό μια ευθεία να τέμνει ένα επίπεδο μόνο σε

ένα σημείο. Το σημείο Γ ονομάζεται ίχνος της ε στο επίπεδο p.

Ευθεία κάθετη σε επίπεδο
Ας θεωρήσουμε μια ευθεία ε που τέμνει το επίπεδο p στο

σημείο Α. Αν η ε είναι κάθετη σε κάθε ευθεία του επιπέδου p,

που διέρχεται από το σημείο Α, τότε θα λέμε ότι η ευθεία ε είναι

κάθετη στο επίπεδο p.

Αποδεικνύεται ότι:

Απόσταση σημείου από επίπεδο
Αν αφήσουμε ένα σώμα να πέσει από την κορυφή Α του κεκλι-

μένου πύργου της Πίζας, θα παρατηρήσουμε ότι διαγράφει

τροχιά κάθετη προς το έδαφος. Το κάθετο ευθύγραμμο τμήμα

ΑΒ, που φέρουμε προς το

επίπεδο p από ένα σημείο Α που

δεν ανήκει στο επίπεδο, λέγεται

απόσταση του σημείου Α από το

επίπεδο p.

Παρατηρούμε ότι το κάθετο

ευθύγραμμο τμήμα ΑΒ είναι

μικρότερο από κάθε πλάγιο

ευθύγραμμο τμήμα ΑΓ.

Απόσταση παράλληλων επιπέδων
Η επιφάνεια p του τραπεζιού ορίζει ένα επίπεδο παράλληλο

προς το επίπεδο q του δαπέδου. Το ύψος του τραπεζιού

εκφράζει την απόσταση οποιουδήποτε σημείου του επιπέδου

του τραπεζιού p από το επίπεδο του δαπέδου q.

Η απόσταση αυτή ονομάζεται απόσταση των παράλληλων

επιπέδων p και q. 

Μια ευθεία είναι κάθετη σε

ένα επίπεδο, όταν είναι

κάθετη σε δύο ευθείες του

που διέρχονται από το

ίχνος της. 

Οι δυνατές θέσεις μιας ευθείας και ενός επιπέδου είναι:

● Η ευθεία να περιέχεται στο επίπεδο.

● Η ευθεία να είναι παράλληλη στο επίπεδο.

● Η ευθεία να τέμνει το επίπεδο σε ένα σημείο.
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Στον κύβο ΑΒΓΔΕΖΗΘ του διπλανού σχήματος να βρείτε

τις ευθείες των ακμών του που είναι ασύμβατες στη ακμή ΑΒ.

Είναι οι ευθείες ΔΘ, ΘΕ, ΗΖ, ΗΓ, γιατί τέμνουν τα επίπεδα

στα οποία ανήκει η ΑΒ χωρίς να τέμνουν την ΑΒ.

Στο ορθογώνιο παραλληλεπίπεδο του διπλανού

σχήματος να υπολογίσετε:

α) τη ΒΓ   β) τη γωνία x = Β
∧

ΑΓ.

α) H ΒΓ είναι υποτείνουσα στο ορθογώνιο τρίγωνο ΒΔΓ. Εφαρμόζοντας το

Πυθαγόρειο θεώρημα στο ΒΔΓ έχουμε:

ΒΓ2 = 32 + 42   ή ΒΓ2 = 25  ή  ΒΓ  = 5 (cm).

β) Στο ορθογώνιο τρίγωνο ΑΒΓ θα υπολογίσουμε τη εφαπτομένη της γωνίας x. 

Είναι λοιπόν εφx = , οπότε εφx = = 0,51 και από τον πίνακα εφαπτο-

μένων βρίσκουμε ότι  x = 27°.

ΣΩΣΤΟ ΛΑΘΟΣ
Μια ευθεία είναι παράλληλη σε ένα επίπεδο, αν είναι

παράλληλη σε μια ευθεία του επιπέδου.
Μια ευθεία είναι κάθετη σε ένα επίπεδο, αν είναι κάθετη

σε μια ευθεία του επιπέδου.
Μια ευθεία ανήκει σε ένα επίπεδο, όταν δύο σημεία της είναι

και σημεία του επιπέδου.
Απόσταση δύο παραλλήλων επιπέδων ονομάζουμε το μήκος

του ευθύγραμμου τμήματος που έχει τα άκρα του στα δύο επίπεδα.

Κάθε ευθεία κάθετη σε ένα επίπεδο, τέμνει το επίπεδο αυτό.

Δύο ευθείες κάθετες στο ίδιο επίπεδο, είναι μεταξύ τους παράλληλες.

Αν μια ευθεία είναι κάθετη σε ένα επίπεδο p, τότε είναι κάθετη

σε κάθε άλλο επίπεδο που είναι παράλληλο στο p.
Από τρία διαφορετικά σημεία που δε βρίσκονται στην ίδια ευθεία, διέρχονται:
Α: Δύο επίπεδα Β: Μόνο ένα επίπεδο  Γ: Άπειρα επίπεδα
Nα κυκλώσετε τη σωστή απάντηση.
Πόσα επίπεδα διέρχονται από μια ευθεία;
Α: Ένα Β: Δύο Γ: Τρία Δ: Άπειρα
Να κυκλώσετε τη σωστή απάντηση.
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Στο παρακάτω ορθογώνιο παραλληλε-
πίπεδο να βρείτε ευθείες που είναι:
α) κάθετες στην ΑΕ.
β) παράλληλες στην ΑΒ.
γ) ασύμβατες με την ΔΓ.

Στο παρακάτω σχήμα να βρείτε επίπεδα
τα οποία:
α) είναι παράλληλα με το επίπεδο p.
β) τέμνουν το επίπεδο p. Σε κάθε περί-

πτωση να βρείτε την κοινή τους
ευθεία.

Το διπλανό
σχήμα παρι-
στάνει ένα
ορθογών ιο
παραλληλε-
πίπεδο.
α) Να σχεδιάσετε το επίπεδο που ορί-

ζουν τα σημεία Α, Δ, Ζ.
β) Να σχεδιάσετε την ευθεία που

διέρχεται από το σημειο Κ και είναι
κάθετη στην κάτω έδρα του ορθογώ-
νιου παραλληλεπιπέδου.

Οι αποστάσεις των

σημείων Α,Β από

το επίπεδο p είναι

ΑΑ�=20, ΒΒ�=14.

Αν Α�Β�=8, να υπολογίσετε το ΑΒ.

Στο παρακάτω ορθογώνιο παραλληλε-
πίπεδο να υπολογίσετε το ΑΗ.

Ο παρακάτω κύβος έχει ακμή 12 cm. 
α) Να εξηγήσετε γιατί η ΗΓ και η ΛΚ

είναι κάθετες στην έδρα ΑΒΓΔ του
κύβου.

β) Να υπολο-
λογίσετε την
απόσταση
της κορυφής
Γ από το
γραμμο-
σκιασμένο
επίπεδο.

Η κεραία ΑΚ του σχήματος, ύψους 12m,
είναι τοποθετημένη κάθετα στο επίπεδο
του εδάφους. Συγκρατείται με τρία
συρματόσχοινα που στερεώνονται στην
κορυφή της και στα σημεία Β, Γ, Δ που
απέχουν 5 m από το Κ.
Να υπολογίσετε το συνολικό μήκος των
συρματόσχοινων που συγκρατούν την
κεραία.
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Το ορθό πρίσμα και τα στοιχεία του
Στο φυσικό κόσμο τα αντικείμενα των διπλανών σχημάτων μάς
δίνουν την έννοια του ορθού πρίσματος.
Στη Στερεομετρία τα παρακάτω στερεά σώματα ονομάζονται
ορθά πρίσματα. Στη συνέχεια, τα ορθά πρίσματα θα τα λέμε
απλά πρίσματα.

Κάθε πρίσμα έχει:
δύο έδρες παράλληλες, που είναι ίσα πολύγωνα και τις άλλες
έδρες του που είναι ορθογώνια παραλληλόγραμμα και
ονομάζονται παράπλευρες έδρες.
Οι δύο παράλληλες έδρες του λέγονται βάσεις του πρίσματος.
Οι παράπλευρες έδρες σχηματίζουν την παράπλευρη
επιφάνεια του πρίσματος. Οι πλευρές των εδρών του
πρίσματος ονομάζονται ακμές.
Η απόσταση των δύο βάσεων, που είναι ίση με το ύψος μιας
παράπλευρης έδρας, λέγεται ύψος του πρίσματος.
Αν οι βάσεις του πρίσματος είναι τρίγωνο, τετράπλευρο,
πεντάγωνο κ.ο.κ, τότε αντίστοιχα το πρίσμα λέγεται τριγωνικό,
τετραπλευρικό, πενταγωνικό κ.ο.κ.

Δύο από τα βασικότερα ορθά πρίσματα είναι ο κύβος και
το ορθογώνιο παραλληλεπίπεδο. 

Εμβαδόν επιφάνειας πρίσματος
Στο διπλανό σχήμα βλέπουμε τη διαδικασία ανάπτυξης και το
τελικό ανάπτυγμα της επιφάνειας ενός πρίσματος. Ως

ανάπτυγμα της επιφάνειας ενός
πρίσματος θεωρούμε το επίπεδο
σχήμα που προκύπτει αν «ξεδιπλώ-
σουμε» την παράπλευρη επιφάνειά
του και τις βάσεις του.
Η παράπλευρη επιφάνεια σχηματίζει
ένα ορθογώνιο, που η μία διάστασή
του είναι η περίμετρος της βάσης και η
άλλη το ύψος του πρίσματος.

Στοιχεία και εμβαδόν πρίσματος και κυλίνδρου4.2.
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Φυσικά, για να βρούμε το ολικό εμβαδόν, πρέπει να

προσθέσουμε και τα εμβαδά των δύο βάσεων.

Κύλινδρος
Τα παρακάτω στερεά δίνουν την έννοια του κυλίνδρου.

Ένας κύλινδρος αποτελείται από δυό ίσους
και παράλληλους κυκλικούς δίσκους, που
είναι οι βάσεις του, και την παράπλευρη
επιφάνεια, που, αν την ξετυλίξουμε, θα
δούμε ότι έχει σχήμα ορθογωνίου.

Η απόσταση των δύο βάσεων λέγεται ύψος

του κυλίνδρου. 

Εμβαδόν επιφάνειας κυλίνδρου
Ας θεωρήσουμε το ανάπτυγμα ενός κυλίνδρου.
Είναι φανερό ότι το εμβαδόν της παράπλευρης επιφάνειας του
κυλίνδρου ισούται με το εμβαδόν του ορθογωνίου που
σχηματίζεται, οπότε ισούται με το γινόμενο της περιμέτρου της
βάσης επί το ύψος του κυλίνδρου.
Η περίμετρος της βάσης ισούται με το μήκος του κύκλου,
δηλαδή 2πρ.

Το ολικό εμβαδόν ενός πρίσματος (Εολ) είναι το άθροι-

σμα του εμβαδού της παράπλευρης επιφάνειας Επ και

των εμβαδών Εβ των δύο βάσεων.

Δηλαδή: Εολ  =  Επ + 2Εβ

Το εμβαδόν της παράπλευρης επιφάνειας ενός

πρίσματος ισούται με το γινόμενο της περιμέτρου της

βάσης του επί το ύψος του πρίσματος. Δηλαδή: 

Επ = (περίμετρος βάσης) � (ύψος)
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Φυσικά, για να βρούμε το ολικό εμβαδόν του κυλίνδρου, πρέπει

στο εμβαδόν της παράπλευρης επιφάνειας να προσθέσουμε τα

εμβαδά των δύο βάσεων.

Να βρείτε πόσο χαρτόνι (σε cm2) χρειάζεται, για να κατασκευαστεί το πρίσμα του

παρακάτω σχήματος, του οποίου οι βάσεις είναι ορθογώνια τρίγωνα με κάθετες

πλευρές 3 cm και 4 cm αντίστοιχα και το ύψος είναι 10 cm.

Οι βάσεις του πρίσματος είναι ορθογώνια τρίγωνα με κάθετες

πλευρές 3 cm και 4 cm.

Η υποτείνουσα ΒΓ υπολογίζεται από το Πυθαγόρειο θεώρημα:

ΒΓ2 = 32 + 42   ή ΒΓ2 = 25  ή  ΒΓ = 5 (cm). Eπομένως:

Εβ = β � υ = 3 � 4 = 6 (cm2).

Επ = (περίμετρος βάσης) � (ύψος) = 12 � 10 = 120 (cm2). 

Εολ = Επ + 2Εβ = 120 + 2 � 6 = 132 (cm2).

Να υπολογιστεί το εμβαδόν της παράπλευρης επιφάνειας

του πρίσματος που δίνεται στο διπλανό σχήμα.

Οι βάσεις του πρίσματος είναι τετράπλευρα με

περίμετρο: 3 + 4 + 6 + 5 = 18 (cm).

Το ύψος του πρίσματος είναι 7 cm. Άρα, το εμβαδόν της

παράπλευρης επιφάνειας είναι:

Επ = (περίμετρος βάσης) � (ύψος) = 18 � 7 = 126 (cm2).

Λύση:

2∂ º ∞ ƒ ª √ ° ∏

1
2

1
2

Λύση:

1∂ º ∞ ƒ ª √ ° ∏

Το ολικό εμβαδόν Εολ ενός κυλίνδρου ισούται με το

εμβαδόν της παράπλευρης επιφάνειας Επ και τα εμβαδά

Εβ των δύο βάσεων. Δηλαδή:

Εολ = Επ + 2Εβ

Το εμβαδόν Επ της παράπλευρης επιφάνειας ενός

κυλίνδρου ισούται με την περίμετρο της βάσης (που

είναι ίση με 2πρ) επί το ύψος του κυλίνδρου. Δηλαδή

Επ = (περίμετρος βάσης) � (ύψος) ή Επ =2πρ � υ
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Κόστος δεξαμενής καυσίμων

Μια κλειστή δεξαμενή αποθήκευσης καυσίμων έχει σχήμα κυλίν-

δρου με ύψος 20 m και ακτίνα βάσης ρ = 30 m. Είναι κατασκευα-

σμένη από ειδική λαμαρίνα που κοστίζει 5 € το τετραγωνικό μέτρο.

Ποιο είναι το κόστος της λαμαρίνας για την κατασκευή της δεξαμενής;

Πρέπει να βρούμε πόσα τετραγωνικά μέτρα λαμαρίνας χρησιμοποιήθηκαν (δηλαδή

το ολικό εμβαδόν) και να το πολλαπλασιάσουμε με το κόστος 5 € ανά τετραγωνικό

μέτρο.

• Η παράπλευρη επιφάνεια έχει εμβαδόν:

Επ = (περίμετρος βάσης) � (ύψος)

= 2πρ � υ = 2 � 3,14 � 30 � 20 = 3768 (m2). 

• Καθεμία από τις βάσεις έχει εμβαδόν: Εβ = πρ2 = 3,14 � 302 = 2826 (m2).

• Το ολικό εμβαδόν του κυλίνδρου είναι:

Εολ = Επ + 2 � Εβ = 3768 + 2 � 2826 = 9420 (m2).

Επομένως, το κόστος της λαμαρίνας είναι 9420 � 5 = 47100 €.

Η βάση της μηχανής

Το διπλανό κλειστό κουτί κατασκευάζεται από ξύλο και

χρησιμεύει ως βάση μιας μηχανής. Να βρείτε την επι-

φάνεια του ξύλου που θα χρησιμοποιηθεί για την κατα-

σκευή της βάσης.

Παρατηρούμε ότι το κουτί είναι ένα πενταγωνικό πρίσμα με βάσεις τα πεντάγωνα

ΑΒΓΔΕ και ΖΗΘΙΚ.

Η περίμετρος της κάθε βάσης είναι:

ΑΒ + ΒΓ + ΓΔ + ΔΕ + ΕΑ = 20 + 4 + 10 + 12 + 10 = 56 (cm).

Το ύψος του πρίσματος είναι υ = ΑΖ = 5 (cm).

Επομένως, το εμβαδόν της παράπλευρης επιφάνειας είναι:

Επ = (περίμετρος βάσης) � (ύψος) = 56 � 5 = 280 (cm2).

Για να βρούμε το εμβαδόν της βάσης ΑΒΓΔΕ, τη χωρίζουμε σε δύο μέρη: σε ένα

ορθογώνιο ΑΕΔΔ� και σε ένα τραπέζιο ΒΓΔΔ�. Το εμβαδόν του ορθογωνίου ΑΕΔΔ�

είναι ίσο με 10 � 12 = 120 (cm2). Το εμβαδόν του τραπεζίου ΒΓΔΔ� είναι ίσο με:

Ετρ = (β + Β) � υ = (4 + 10) � 8 = 56 (cm2).

Άρα, το εμβαδόν της βάσης είναι: Εβ = 120 + 56 = 176 (cm2).

Το ολικό εμβαδόν του πρίσματος είναι:

Εολ = Επ + 2Εβ = 280 + 2 � 176 = 280 + 352 = 632 (cm2). 

1
2

1
2

Λύση:

4∂ º ∞ ƒ ª √ ° ∏

Λύση:

3∂ º ∞ ƒ ª √ ° ∏
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Να κυκλώσετε τη σωστή απάντηση σε καθεμιά από τις παρακάτω προτάσεις.

Ένα πρίσμα με βάση πεντάγωνο έχει:

α)  A: 5 έδρες Β: 6 έδρες Γ: 7 έδρες.

β)  A: 8 κορυφές Β: 10 κορυφές Γ: 12 κορυφές.

γ)  A: 10 ακμές Β: 15 ακμές Γ: 12 ακμές.

Δίνεται πρίσμα με βάση τετράγωνο πλευράς 10cm και ύψους 8cm.

α) Το εμβαδόν της παράπλευρης επιφάνειάς του είναι:

A: 400 cm2 Β: 320 cm2 Γ: 800 cm2.

β) Το ολικό εμβαδόν του είναι:   

A: 600 cm2 Β: 520 cm2 Γ: 800 cm2.

Ένας κύλινδρος έχει διάμετρο βάσης 10cm και ύψος 8cm.

α) Το εμβαδόν της παράπλευρης επιφάνειάς του είναι:

A: 40π cm2 Β: 60π cm2 Γ: 80π cm2.

β) Το ολικό εμβαδόν του είναι:   

A: 100π cm2 Β: 110π cm2 Γ: 130π cm2.

3 .

2 .

1 .

∂ƒøΔ∏™∂π™ ∫∞Δ∞¡√∏™∏™
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Να συμπληρώσετε τον παρακάτω πίνα-

κα, όπου φαίνεται η περίμετρος της

βάσης, το ύψος και το εμβαδόν της παρά-

πλευρης επιφάνειας πρίσματος.

Να βρείτε το εμβαδόν της παράπλευρης

επιφάνειας τριγωνικού πρίσματος του

οποίου η βάση είναι τρίγωνο με πλευρές

α = 3 dm, β = 5 dm, γ = 6 dm και το ύψος

0,8 cm.

Έστω α, β, γ τα

μήκη των πλευρών

της βάσης ενός

τριγωνικού

πρίσματος, υ το

ύψος του και Επ το

εμβαδόν της παρά-

πλευρης επιφάνειας. 

Να συμπληρώσετε τον παρακάτω

πίνακα.
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Θέλουμε να βάψουμε τους τοίχους ενός

δωματίου που έχει σχήμα ορθογωνίου

παραλληλεπιπέδου με διαστάσεις:

πλάτος 4 m, μήκος 5 m και ύψος 3 m.

Πόσα κιλά χρώμα πρέπει να αγορά-

σουμε, αν είναι γνωστό ότι ένα κιλό

χρώματος καλύπτει περίπου 9 m2;  

Nα υπολογίσετε το ολικό εμβαδόν πρί-

σματος με ύψος υ = 20 cm και βάσεις

ισόπλευρα τρίγωνα πλευράς 4 cm.

H σκηνή ενός κάμπινγκ είναι κατα-

σκευασμένη από ύφασμα (μαζί με το

δάπεδό της) και έχει διαστάσεις που

φαίνονται στο παρακάτω σχήμα. Πόσα

τετραγωνικά μέτρα  ύφασμα χρειάστηκαν

για την κατασκευή της;

Να βρεθεί το εμβαδόν της παράπλευρης

επιφάνειας και το ολικό εμβαδόν ενός

κυλίνδρου, όταν:

α) Έχει ακτίνα βάσης 3 cm και ύψος 5 cm.

β) Έχει διάμετρο βάσης 4 cm και ύψος

6 cm.

γ) Έχει περίμετρο βάσης 15,7 cm και

ύψος 32 cm.

δ) Έχει εμβαδόν βάσης 50,24 cm2 και

ύψος 2 dm.

Να συμπληρώσετε τον παρακάτω

πίνακα που συνδέει την ακτίνα της

βάσης και το ύψος ενός κυλίνδρου με το

εμβαδόν της παράπλευρης επιφάνειας

και το ολικό εμβαδόν του.

Το κυλινδρικό κουτί μιας

κονσέρβας έχει ύψος 12

cm και ακτίνα βάσης 3

cm. Το υλικό των βάσεων

κοστίζει 0,5 € το τετραγω-

νικό μέτρο, ενώ το υλικό

της παράπλευρης επιφά-

νειας κοστίζει 0,3 € το

τετραγωνικό μέτρο.

Πόσο θα κοστίζει το υλικό

όταν πρόκειται να κατα-

σκευάσουμε 1000 κουτιά; 

9
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Η έννοια του όγκου
Ας θεωρήσουμε ένα στερεό σώμα Σ και έναν κύβο με ακμή
μήκους μία μονάδα. Ο θετικός αριθμός που δηλώνει με πόσες
επαναλήψεις του κύβου ή μέρους του κύβου σχηματίζεται το
στερεό σώμα Σ, λέγεται όγκος του σώματος.

Moνάδες μέτρησης όγκου
Ως μονάδα μέτρησης όγκου θεωρούμε έναν κύβο με ακμή
μήκους 1 μέτρο (m).
Ο όγκος του ισούται με 1 κυβικό μέτρο (m3).
Οι κυριότερες υποδιαιρέσεις του κυβικού μέτρου είναι:

α) Το κυβικό δεκατόμετρο (dm3) που είναι όγκος κύβου με

ακμή 1 dm. 

Αφού 1m =10 dm, θα ισχύει ότι:

1 m3  = 103 dm3  = 1000 dm3.

Αντίστροφα ισχύει ότι: 1 dm3 = m3 = 0,001 m3.

β) Το κυβικό εκατοστόμετρο (cm3) που είναι όγκος κύβου με

ακμή 1cm. Ισχύει ότι 1 m = 10 dm = 100 cm, οπότε

1 m3 = 103 dm3 = 1003 cm3. 

Αντίστροφα ισχύει ότι: 1 cm3  = dm3 = m3.

γ) Το κυβικό χιλιοστόμετρο (mm3) που είναι όγκος κύβου με

ακμή 1mm. Ισχύει ότι 1 m = 10 dm = 100 cm= 1000 mm,

οπότε 1 m3 = 103 dm3 = 1003 cm3= 10003 mm3.

Αντίστροφα ισχύει ότι: 

1mm3 = cm3 = dm3 = m3

Στον όγκο των υγρών συνηθίζουμε να ονομάζουμε το dm3 ως
λίτρο (� ). Τότε, το cm3 λέγεται χιλιοστόλιτρο (m� ).

Όγκος πρίσματος και κυλίνδρου
Ας θεωρήσουμε μια σύριγγα γεμάτη χρωματισμένο νερό.
Ασκώντας πίεση, το έμβολο διαγράφει το μήκος της σύριγγας
έως ότου αδειάσει όλο το νερό.
Είναι φανερό ότι το νερό έχει όγκο ίσο με τον όγκο της
κυλινδρικής σύριγγας.
Ο όγκος της σύριγγας διαγράφεται από την κίνηση του
εμβαδού του εμβόλου σε όλο το μήκος της. 
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Είναι φανερό ότι το ίδιο θα ισχύει, αν στη θέση της κυλινδρικής

σύριγγας έχουμε ένα οποιοδήποτε πρίσμα.

Να βρείτε τον όγκο του κυλίνδρου στις παρακάτω περιπτώσεις:
α) με ακτίνα βάσης 3 cm και ύψος 5 cm,
β) με διάμετρο βάσης 4 cm και ύψος 4 cm,
γ) με περίμετρο βάσης 31,4 cm και ύψος 3 cm.

α) Εφαρμόζουμε τον τύπο του όγκου V του κυλίνδρου και έχουμε:

V = πρ2 � υ = π � 32 � 5 = 45π = 141,3 (cm3). 

β) Αφού η διάμετρος είναι δ = 4 cm, η ακτίνα είναι ρ = 2 cm.

Εφαρμόζουμε τον τύπο του όγκου κυλίνδρου και έχουμε:

V = πρ2 � υ = π � 22 � 4 = 16π = 50,24 (cm3).

γ) Πρώτα υπολογίζουμε την ακτίνα του κύκλου της βάσης:

L = 2πρ ή

31,4 = 2π � ρ ή 

31,4 = 6,28 � ρ ή

ρ = 5 (cm).

Στη συνέχεια, εφαρμόζουμε τον τύπο του όγκου κυλίνδρου και έχουμε:

V = πρ2 � υ = π � 52 � 3 = 75π = 235,5 (cm3). 

Ο διπλανός κορμός δέντρου θεωρούμενος ως κύλινδρος

έχει μήκος 8 m και διάμετρο βάσης 0,6 m. Η τιμή του

συγκεκριμένου είδους ξυλείας είναι 100 € ανά κυβικό

μέτρο. Πόσο αξίζει ο κορμός;

Αφού η διάμετρος του κορμού είναι δ = 0,6 m, τότε η ακτίνα του κύκλου της βάσης του

κυλίνδρου είναι ρ = 0,3 (m).

Επομένως, ο όγκος του κυλίνδρου είναι:

VK = πρ2 � υ = 3,14 � (0,3)2 � 8 = 2,26 (m3).

Αφού η αξία του συγκεκριμένου είδους ξυλείας είναι 100 € το κυβικό μέτρο, η αξία του

κορμού είναι: Α = 2,26 � 100 = 226 €. 

Λύση:

2∂ º ∞ ƒ ª √ ° ∏

Λύση:

1∂ º ∞ ƒ ª √ ° ∏

Ο όγκος ενός πρίσματος ισούται με το γινόμενο του

εμβαδού της βάσης του επί το ύψος, δηλαδή:

Όγκος = (Εμβαδόν βάσης) � (ύψος) 

Ο όγκος ενός κυλίνδρου ισούται με το γινόμενο του

εμβαδού της βάσης του επί το ύψος, δηλαδή:

Όγκος = (Εμβαδόν βάσης) � (ύψος)
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Ένα πρίσμα έχει βάση τετράγωνο πλευράς α (cm) και είναι εγγεγραμ-

μένο σε κύλινδρο με ύψος 10 cm και ακτίνα βάσης ρ = 3 cm.

α) Να υπολογίσετε τη πλευρά α του τετραγώνου.

β) Να υπολογίσετε τον όγκο του κυλίνδρου και τον όγκο

του πρίσματος. 

α) Tο ορθογώνιο τρίγωνο ΑΒΓ έχει υποτείνουσα ΑΓ = 2 � ρ = 2� 3 = 6 (cm).

Aπό το Πυθαγόρειο θεώρημα έχουμε:

α2 + α2 = 62 ή  2α2 = 36  ή  α2 = 18.

Άρα: α = ��18 = 4,24 (cm).

β) Ο όγκος του κυλίνδρου είναι: Vκυλ = πρ2υ = 3,14 � 32 � 10 = 282,6 (cm2).

O όγκος του πρίσματος είναι:

Vπρ = Εβ � υ = α2 � υ = 18 � 10 = 180 (cm2).

Να συμπληρώσετε τον παρακάτω πίνακα, όπου φαίνεται το εμβαδόν της βάσης, το

ύψος και ο όγκος πρίσματος.

Να συμπληρώσετε τον παρακάτω πίνακα, όπου φαίνεται το εμβαδόν της βάσης, το

ύψος και ο όγκος κυλίνδρου.

Δίνονται τέσσερις κύλινδροι που έχουν όλοι ακτίνα βάσης ρ=4 cm. Να συμπληρώσετε
τον παρακάτω πίνακα:

όγκος V

oλικό εμβαδόν Εολ

εμβαδόν παράπλευρης
επιφάνειας Επ

8 cm6 cm4 cm2 cmύψος κυλίνδρου υ

4ος Κύλινδρος3ος Κύλινδρος2ος Κύλινδρος1ος Κύλινδρος

3 .

12072όγκος (cm3)

64ύψος (cm)

922εμβαδόν βάσης (cm2)

2 .

3056όγκος (cm3)

63ύψος (cm)

812εμβαδόν βάσης (cm2)

1 .

∂ƒøΔ∏™∂π™ ∫∞Δ∞¡√∏™∏™

Λύση:

3∂ º ∞ ƒ ª √ ° ∏
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Τριγωνικό πρίσμα με βάση ορθογώνιο

τρίγωνο ΑΒΓ με κάθετες πλευρές

ΑΒ = 3 cm και ΑΓ = 4 cm έχει  ύψος ίσο

με την υποτείνουσα ΒΓ του τριγώνου

ΑΒΓ. 

Να υπολογίσετε:

α) το εμβαδόν της παράπλευρης επιφά-

νειας του πρίσματος,

β) το εμβαδόν της ολικής επιφάνειάς του,

γ) τον όγκο του πρίσματος.

Δίνεται πρίσμα με βάση ισόπλευρο

τρίγωνο. Αν γνωρίζετε ότι το ύψος του

είναι τετραπλάσιο από την πλευρά του

ισόπλευρου τριγώνου της βάσης του και

η παράπλευρη επιφάνειά του έχει

εμβαδόν 432 cm2, να υπολογίσετε τον

όγκο του.

Ένα τετραγωνικό πρίσμα έχει ολικό

εμβαδόν που είναι τριπλάσιο του εμβαδού

της παράπλευρης επιφάνειάς του. 

Να αποδείξετε ότι η πλευρά του τετρα-

γώνου της βάσης του είναι τετραπλάσια

από το ύψος του πρίσματος.

Ένα πρίσμα έχει βάση ισοσκελές 

τραπέζιο ΑΒΓΔ, με ίσες πλευρές 

ΑΔ = ΒΓ = 5 cm. Tο ύψος του τραπεζίου

είναι 3 cm και το ύψος του πρίσματος

είναι 10 cm. Αν ο όγκος του πρίσματος

είναι 180 cm3 και το εμβαδόν της

παράπλευρης επιφάνειας είναι 220 cm2,

να βρείτε:

α) το εμβαδόν και την περίμετρο του

τραπεζίου ΑΒΓΔ,

β) τα μήκη των βάσεων ΑΒ και ΓΔ του

τραπεζίου ΑΒΓΔ.

Λυγίζουμε ένα φύλλο χαρτιού μεγέθους

Α4 (21x29cm) και κατασκευάζουμε έναν

κύλινδρο ύψους 21cm.

Nα βρείτε την ακτίνα βάσης και τον όγκο

του κυλίνδρου.

Να βρείτε τον όγκο κυλίνδρου ο οποίος

έχει:

α) ακτίνα βάσης 10 cm και ύψος 1,2 cm.

β) εμβαδόν βάσης 100 mm2 και ύψος

0,2 m.

Ένα τσιγάρο έχει μήκος 8,5 cm από τα

οποία τα 2,5 cm καταλαμβάνει το φίλτρο.

Η διάμετρος μιας βάσης του είναι 0,8 cm.

Οι αναλύσεις του Υπουργείου Υγείας

κατέληξαν στο συμπέρασμα ότι περιέχει

0,5 mg πίσσας ανά κυβικό εκατοστό

καπνού και ότι το τσιγαρόχαρτο περιέχει

0,05 mg πίσσας ανά τετραγωνικό

εκατοστό χαρτιού.

Πόσα mg πίσσας εισπνέει ημερησίως

ένας καπνιστής που καπνίζει 15 τσιγάρα

την ημέρα;

(Να θεωρήσετε ότι ο καπνιστής πετάει το

τσιγάρο έχοντας καπνίσει τα 5 από τα 6

cm του τσιγάρου).

7

6

5

4

3

2

1



Aπό την αρχαιότητα οι άνθρωποι έκτιζαν μνημεία με τη μορφή
πυραμίδας.

Oι τάφοι των βασιλέων της αρχαίας Αιγύπτου είχαν τη γνωστή
σ’ εμάς μορφή της πυραμίδας.

Οι Αζτέκοι και οι Ίνκας είχαν χτίσει, επίσης, ναούς στο σχήμα
πυραμίδας, αρκετοί από τους οποίους σώζονται μέχρι σήμερα.

Στην είσοδο του μουσείου του Λούβρου, στο Παρίσι, υπάρχει
μια σύγχρονη πυραμίδα που σχεδιάστηκε το 1989 από τον
αρχιτέκτοντα Γιέο Μιγκ Πέι.

Για παράδειγμα, μια πυραμίδα με μια έδρα το επτάγωνο
ΑΒΓΔΕΖΗ φαίνεται στο παρακάτω σχήμα:

Τα στοιχεία της πυραμίδας
● Το πολύγωνο ΑΒΓΔΕΖΗ λέγεται

βάση της πυραμίδας.

● Τα τρίγωνα με κοινή κορυφή το

σημείο Κ: ΚΑΒ, ΚΒΓ, ΚΓΔ, ΚΔΕ,

ΚΕΖ, ΚΖΗ και ΚΗΑ λέγονται

παράπλευρες έδρες της

πυραμίδας.

● Το κοινό σημείο Κ των παράπλευρων εδρών λέγεται

κορυφή της πυραμίδας.

● Αν από την κορυφή Κ φέρουμε κάθετο ευθύγραμμο

τμήμα ΚΘ προς τη βάση, τότε το ΚΘ λέγεται ύψος της

πυραμίδας.

Παρατηρούμε στο διπλανό σχήμα ότι το ύψος μιας

πυραμίδας μπορεί να βρίσκεται και εκτός της πυραμίδας.

● Mια πυραμίδα που έχει ως βάση ένα τρίγωνο, λέγεται
τριγωνική πυραμίδα.

Πυραμίδα λέγεται ένα στερεό, που μία έδρα του είναι ένα

πολύγωνο και όλες οι άλλες έδρες του είναι τρίγωνα με

κοινή κορυφή.

H πυραμίδα και τα στοιχεία της4.4.
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Επειδή όμως η τριγωνική πυραμίδα έχει τέσσερις
τριγωνικές έδρες και οποιαδήποτε έδρα της μπορεί να
θεωρηθεί ως βάση, τη λέμε και τετράεδρο.

● Mια πυραμίδα που έχει βάση τετράπλευρο λέγεται
τετραπλευρική.

● Μια πυραμίδα που έχει βάση πεντάγωνο λέγεται
πενταγωνική κ.ο.κ.

Κανονική πυραμίδα
● Μια πυραμίδα λέγεται κανονική, αν η βάση της είναι

κανονικό πολύγωνο και η προβολή της κορυφής της στη
βάση είναι το κέντρο του κανονικού πολυγώνου, όπως
φαίνεται στο διπλανό σχήμα.

● Σε οποιαδήποτε κανονική πυραμίδα οι παράπλευρες
έδρες είναι ίσα μεταξύ τους ισοσκελή τρίγωνα (ΚΑΒ, ΚΒΓ,
ΚΓΔ, ΚΔΕ, ΚΕΖ, ΚΖΑ).
Αντίστροφα, αν οι παράπλευρες έδρες μίας πυραμίδας
είναι ίσα μεταξύ τους ισοσκελή τρίγωνα, τότε η πυραμίδα
είναι κανονική.

Εμβαδόν επιφάνειας πυραμίδας
Η ολική επιφάνεια της πυραμίδας αποτελείται από δύο μέρη:
την επιφάνεια των παράπλευρων εδρών της, που ονομάζεται

παράπλευρη επιφάνεια και την
επιφάνεια της βάσης της.
Για να υπολογίσουμε το
εμβαδόν της παράπλευρης
επιφάνειας ΕΠ μιας πυραμίδας,
υπολογίζουμε το εμβαδόν κάθε
παράπλευρης έδρας (που είναι
τρίγωνο) και προσθέτουμε τα
εμβαδά αυτά.
Eπομένως, στο διπλανό σχήμα
έχουμε:
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ΕΠ = (Κ1ΑB) + (Κ2BΓ) + (Κ3ΓΔ) + (Κ4ΔΑ).

Για να υπολογίσουμε το εμβαδόν της ολικής επιφάνειας Εολ της

πυραμίδας, προσθέτουμε στο εμβαδόν της παράπλευρης

επιφάνειας το εμβαδόν της βάσης Εβ.

Στο προηγούμενο σχήμα έχουμε ότι:

Εολ = ΕΠ + Εβ = (Κ1ΑB) + (Κ2BΓ) + (Κ3ΓΔ) + (Κ4ΔΑ) + (ΑΒΓΔ).

Εμβαδόν επιφάνειας κανονικής πυραμίδας
Όταν η πυραμίδα είναι κανονική, τότε η παράπλευρη επιφάνειά
της αποτελείται από ίσα μεταξύ τους ισοσκελή τρίγωνα, τα
οποία έχουν όλα ίσες βάσεις και ίσα ύψη. Καθένα από αυτά τα
ύψη λέγεται απόστημα της κανονικής πυραμίδας.

Ας υπολογίσουμε το εμβαδόν της παράπλευρης επιφάνειας

μιας κανονικής εξαγωνικής πυραμίδας:

ΕΠ=(ΚΑΒ) + (ΚΒΓ) + (ΚΓΔ) + (ΚΔΕ) + (ΚΕΖ) + (ΚΖΑ) = 6(ΚΑΒ).

Άρα: ΕΠ = 6 � � ΑΒ � α = � (6 � ΑΒ) � α.

Όμως, η περίμετρος του κανονικού εξαγώνου ισούται με 6 � ΑΒ.

Τελικά, καταλήγουμε ότι:

ΕΠ = (περίμετρος εξαγώνου) � απόστημα.

Το συμπέρασμα αυτό ισχύει τελικά για κάθε κανονική πυραμίδα:

Για να βρούμε το εμβαδόν της ολικής επιφάνειας της κανονικής

πυραμίδας, αρκεί να προσθέσουμε στο εμβαδόν της

παράπλευρης επιφάνειας ΕΠ και το εμβαδόν του κανονικού

πολυγώνου, που αποτελεί τη βάση της κανονικής πυραμίδας.

Όγκος πυραμίδας
Κατασκευάζουμε με χαρτόνι ένα πρίσμα και μια πυραμίδα, έτσι
ώστε να έχουν βάσεις ίσα τρίγωνα και ίσα ύψη.

Αν γεμίσουμε διαδοχικά τρεις φορές με αλεύρι την πυραμίδα
και αδειάσουμε το αλεύρι μέσα στο πρίσμα, θα δούμε ότι το
πρίσμα γεμίζει τελείως. Η διαπίστωση αυτή ισχύει γενικότερα.

ΕΠ = 1 (περίμετρος βάσης) � απόστημα

1
2

1
2

1
2

Εολ = ΕΠ + Εβ
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Επομένως, ο όγκος της πυραμίδας

ισούται με το του όγκου του πρίσμα-

τος.

Ο όγκος V της πυραμίδας ισούται με:

O ίδιος τύπος ισχύει για τον όγκο μιας
πυραμίδας με βάση οποιοδήποτε
πολύγωνο.

Μια κανονική πυραμίδα έχει βάση κανονικό

δωδεκάγωνο με πλευρά 5 cm. Αν το ύψος μιας

παράπλευρης έδρας της είναι 9 cm, να βρείτε το

εμβαδόν της παράπλευρης επιφάνειάς της.

Το εμβαδόν της παράπλευρης επιφάνειας είναι:

Επ = � (περίμετρος βάσης)  � (απόστημα).

Η περίμετρος της βάσης είναι: 12 � 5 = 60 (cm) και το απόστημα 9 cm.

Άρα: Επ = � 60 � 9 = 270 (cm2). 

Μια κανονική τετραγωνική πυραμίδα έχει βάση με πλευρά 8 cm και ύψος 12 cm.

Να υπολογίσετε τον όγκο της.

O όγκος της πυραμίδας είναι: V = � (εμβαδόν βάσης) � (ύψος).

Αφού η πυραμίδα είναι κανονική, η βάση της είναι τετράγωνο

πλευράς 8 cm, οπότε το εμβαδόν της βάσης είναι:

Εβ = 82 = 64 (cm2).

Επομένως, V = � Eβ � υ = � 64 � 12 = 256 (cm3).
1
3

1
3

1
3

Λύση:

2∂ º ∞ ƒ ª √ ° ∏

1
2

1
2

Λύση:

1∂ º ∞ ƒ ª √ ° ∏

V =  2 (Eμβαδόν βάσης) � (ύψος)

1
3

Μέρος Β’ - 4.4. H πυραμίδα και τα στοιχεία της  219

Ζ

Γ

Β

Α

Α

Β Γ

ΔΕ

Δ
E



Aπό έναν κύβο που έχει ακμή α = 10 cm, αφαιρούμε μια πυραμίδα, όπως φαίνεται στο

παρακάτω σχήμα. Να υπολογίσετε τον όγκο του στερεού που απομένει.

Ο όγκος V του στερεού που απομένει, θα βρεθεί,

αν από τον όγκο VΚ του κύβου αφαιρέσουμε τον όγκο VΠ

της πυραμίδας. Έχουμε ότι:

VK = α3 = 103 = 1000 (cm3)

VΠ = Εβ � υ = � α2 � = � α3 = = 166,67 (cm3).

Άρα: V = VK – VΠ = 1000 – 166,67 = 833,33 (cm3).

To έτος 3.000 π.Χ. περίπου οι αρχαίοι Αιγύπτιοι

έκτισαν την πυραμίδα του Χέοπα, που έχει

βάση τετράγωνο πλευράς 233 m και παρά-

πλευρη ακμή 220 m (περίπου).

α) Να υπολογίσετε το εμβαδόν της παρά-

πλευρης επιφάνειας αυτής της πυραμίδας.

β) Αν γνωρίζουμε ότι το ύψος της είναι 146 m,

να υπολογίσετε τον όγκο της πυραμίδας.

α) Το εμβαδόν της παράπλευρης επιφάνειας δίνεται από

τον τύπο: ΕΠ = (περίμετρος βάσης) � (απόστημα).

Για να υπολογίσουμε το απόστημα ΟΜ της πυραμίδας,

εφαρμόζουμε το Πυθαγόρειο θεώρημα στο τρίγωνο ΟΜΔ:

ΟΜ2 = ΟΔ2 – ΔΜ2,   δηλαδή

ΟΜ2 = 2202 – 116,52 = 34827,75.

Οπότε: ΟΜ = 186,62 m.

Άρα: Επ = (περίμετρος βάσης) � (απόστημα) 

= � (4 � 233) � 186,62 =

= 932 � 186,62  = 86964,92 (m2).

β) Ο όγκος είναι: V = (εμβαδόν βάσης) � (ύψος), με εμβαδόν βάσης:

Εβ = 2332 = 54289 (m2).

Eπομένως: V = � 54289 � 146 = 2642064,6 (m3). 
1
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1
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2

1
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1
2

Λύση:

4∂ º ∞ ƒ ª √ ° ∏
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Λύση:

3∂ º ∞ ƒ ª √ ° ∏
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ΣΩΣΤΟ ΛΑΘΟΣ

Η τετραγωνική πυραμίδα και το τετράεδρο έχουν το ίδιο

πλήθος εδρών.

Κάθε κανονική τριγωνική πυραμίδα είναι κανονικό τετράεδρο.

Στο παρακάτω σχήμα φαίνεται το ανάπτυγμα πυραμίδας.

O αριθμός των εδρών μιας πυραμίδας είναι πάντα άρτιος αριθμός.

Σε μια πυραμίδα το ύψος βρίσκεται πάνω στην παράπλευρη

επιφάνεια.

Στο παρακάτω σχήμα, οι πυραμίδες ΙΕΖΗΘ και ΗΑΒΖΕ έχουν

τον ίδιο όγκο.

Ο λόγος των όγκων μιας πυραμίδας και ενός πρίσματος με ίδια βάση και ίσα ύψη είναι:

A: B: 2     Γ: Δ: . Να κυκλώσετε τη σωστή απάντηση.

Οι παράπλευρες έδρες μιας κανονικής πυραμίδας είναι τρίγωνα:

A: Ισόπλευρα    Β: Ισοσκελή     Γ: Ορθογώνια     Δ: Σκαληνά

Να κυκλώσετε τη σωστή απάντηση.

Η πυραμίδα του διπλανού σχήματος έχει βάση:

A: ΟΓΔ Β: ΟΒΓ        Γ: ΑΒΓΔ Δ: ΟΑΒ

Να κυκλώσετε τη σωστή απάντηση.
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Να συμπληρώσετε τον παρακάτω πίνακα

που αφορά στα στοιχεία μιας κανονικής

τετραγωνικής πυραμίδας.

Μια κανονική πυραμίδα έχει βάση

τετράγωνο με πλευρά 12 cm και ύψος

10 cm. Να υπολογίσετε τον όγκο της.

Μια κανονική εξαγωνική πυραμίδα έχει

βάση με πλευρά 9 cm και απόστημα 12

cm. Nα υπολογίσετε το εμβαδόν της

παράπλευρης επιφάνειάς της.

Μια κανονική πυραμίδα έχει βάση τετρά-

γωνο πλευράς 9 cm και το ύψος της

παράπλευρης έδρας της είναι 8 cm. Να

υπολογίσετε το εμβαδόν:

α) της παράπλευρης επιφάνειας,

β) της ολικής επιφάνειας της πυραμίδας.

Μια τετραγωνική πυραμίδα έχει όγκο

700 cm3 και ύψος 17 cm. Να υπολογί-

σετε την πλευρά του τετραγώνου της

βάσης της.

Μια κανονική τετραγωνική πυραμίδα έχει

απόστημα 10 cm και πλευρά βάσης 16

cm. Να υπολογίσετε το εμβαδόν της

παράπλευρης επιφάνειάς της και τον

όγκο της.

Ένα τετράεδρο έχει όλες τις ακμές του

ίσες με 6 cm. Nα υπολογίσετε το

εμβαδόν της ολικής επιφάνειάς του.

Ο όγκος μιας κανονικής τετραγωνικής

πυραμίδας είναι εννεαπλάσιος από τον

όγκο μίας άλλης κανονικής πυραμίδας

με την οποία έχει το ίδιο ύψος. Να βρείτε

το λόγο των πλευρών των βάσεών τους.

Στο διπλανό σχήμα

φαίνεται ένας κύβος

πλευράς α = 10 cm

και μια πυραμίδα με

βάση μία έδρα του

κύβου και ύψος υ = 6

cm. Nα υπολογίσετε

τον όγκο του στερεού.

Μια κανονική πυραμίδα με βάση εξάγω-

νο έχει ύψος 8 cm και παράπλευρη ακμή

10 cm. Να υπολογίσετε:

α) το εμβαδόν της παράπλευρης επιφά-

νειας της πυραμίδας,

β) το εμβαδόν της ολικής επιφάνειας της

πυραμίδας,

γ) τον όγκο της πυραμίδας.
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Στην καθημερινή μας ζωή έχουμε συναντήσει συχνά την
εικόνα ενός κώνου. Πώς μπορούμε όμως να κατασκευά-
σουμε προσεγγιστικά ένα κώνο;

Παίρνουμε ένα κυκλικό στεφάνι ακτίνας ρ. Στη συνέχεια,
κατασκευάζουμε από χαρτόνι ίσα ορθογώνια τρίγωνα με
μια κάθετη πλευρά ίση με την ακτίνα ρ του στεφανιού.
Κολλάμε γύρω από ένα ξυλάκι όλα τα ορθογώνια τρίγωνα
που κόψαμε, έτσι ώστε να έχουν την ίδια κορυφή Κ και οι
βάσεις τους να «πατάνε» στο στεφάνι.

Αν «ντύσουμε» με ύφασμα ή χαρτί το σχήμα που
κατασκευάσαμε, τότε εμφανίζεται ένας κώνος.

Η βάση του κώνου είναι ένας κυκλικός δίσκος με κέντρο
Ο και ακτίνα ΟΑ, την άλλη κάθετη πλευρά του
ορθογωνίου ΚΟΑ. Η ακτίνα ΟΑ = ρ λέγεται ακτίνα του
κώνου.

Η κάθετη πλευρά ΚΟ γύρω από την οποία
περιστρέψαμε το ορθογώνιο τρίγωνο, λέγεται
ύψος του κώνου. Η υποτείνουσα ΚΑ του ορθο-
γωνίου τριγώνου λέγεται γενέτειρα του κώνου και
το μήκος της συμβολίζεται με λ.
Η επιφάνεια που παράγεται από την περιστροφή
τής γενέτειρας ΚΑ είναι η παράπλευρη επιφάνεια
του κώνου.

Εμβαδόν επιφάνειας κώνου
Για να υπολογίσουμε το εμβαδόν της παρά-
πλευρης επιφάνειας ΕΠ του κώνου, αρκεί να
παρατηρήσουμε ότι το ανάπτυγμά της προκύπτει
«ξετυλίγοντας» τον κώνο, όπως φαίνεται στο
διπλανό σχήμα.

Κώνος λέγεται το στερεό σχήμα που παράγεται από
την περιστροφή ενός ορθογωνίου τριγώνου ΚΟΑ
γύρω από μία κάθετη πλευρά του ΚΟ.

Ο κώνος και τα στοιχεία του4.5.
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Παρατηρούμε ότι το ανάπτυγμα της παράπλευρης επιφάνειας

του κώνου ισούται με το εμβαδόν ενός κυκλικού τομέα ακτίνας

λ με μήκος τόξου �ΑΑ� = 2πρ. 

Οπότε: ΕΠ = � (2πρ) � λ     ή     

Για να βρούμε το εμβαδόν της ολικής επιφάνειας του κώνου,

αρκεί στο εμβαδόν της παράπλευρης επιφάνειας ΕΠ να

προσθέσουμε και το εμβαδόν της βάσης του: EB = πρ2.

Οπότε:  

Όγκος κώνου
Κατασκευάζουμε με χαρτόνι ένα κώνο και ένα κύλινδρο, έτσι

ώστε να έχουν την ίδια βάση και το ίδιο ύψος. Γνωρίζουμε ότι ο

όγκος του κυλίνδρου είναι ίσος με πρ2υ.

Αν γεμίσουμε διαδοχικά με αλεύρι τρεις φορές τον κώνο και

αδειάσουμε το αλεύρι μέσα στον κύλινδρο, θα δούμε ότι ο

κύλινδρος γεμίζει τελείως.

Επομένως, ο όγκος του κώνου είναι το του όγκου του

κυλίνδρου. Δηλαδή:

V = 2 πρ2υ

1
3

Eολ = ΕΠ + Εβ =  πρλ + πρ2

ΕΠ = π � ρ � λ 
1
2

To εμβαδόν της παράπλευρης επιφάνειας ενός κώνου

είναι ίσο με το εμβαδόν ενός κυκλικού τομέα, που έχει

ακτίνα τη γενέτειρα λ του κώνου και μήκος τόξου το

μήκος του κύκλου της βάσης του κώνου.

224 Μέρος B’ - 4.5. O κώνος και τα στοιχεία του
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Nα βρείτε τον όγκο ενός κώνου με γενέτειρα λ = 13 cm και ύψος

12 cm.

Έχουμε ότι: ρ2 = λ2 – υ2 = 132 – 122 = 25  άρα ρ = 5 (cm) και

V = � πρ2 � υ = � 3,14 � 52 � 12 = 314 (cm3).

H διάμετρος της βάσης ενός κώνου είναι 12 cm και το ύψος του 8 cm. Να υπολογίσετε:

α) το εμβαδόν της παράπλευρης επιφάνειας,

β) τον όγκο του.

α) Γνωρίζουμε ότι  ΕΠ = π � ρ � λ.

Για να βρούμε το μήκος της γενέτειρας λ, εφαρμόζουμε το

Πυθαγόρειο θεώρημα στο ορθογώνιο τρίγωνο ΟΚΒ:

ΟΒ2 = ΟΚ2 + ΚΒ2 = 82 + 62 = 100,  άρα   λ = ΟΒ = 10 cm και

ΕΠ = 3,14 � 6 � 10 = 188,4 (cm2).

β) Έχουμε ότι:

V = � πρ2 � υ = � 3,14 � 62 � 8 = 301,44 (cm3).

Στον κώνο του διπλανού σχήματος να υπολογίσετε:

α) το εμβαδόν της ολικής επιφάνειας,

β) τον όγκο του κώνου.

Στο ορθογώνιο τρίγωνο ΟΚΑ έχουμε:

ημ30°= ή  = ή  λ = 8 (cm)  και

συν30° = ή  = ή  2υ = 8��3 ή  υ = 4��3 = 6,93 (cm).

α) Το εμβαδόν της ολικής επιφάνειας του κώνου είναι:

Εολ = ΕΠ + Εβ = πρλ + πρ2 = π � 4 � 8 + π � 42 = 48π = 48 �3,14 = 150,72 (cm2).

β) Ο όγκος του κώνου είναι:

V = � πρ2 � υ = π � 42 � 6,93 = 116,05 (cm3).
1
3

1
3

υ
8

��3
2

υ
λ

4
λ

1
2

ρ
λ

Λύση:

3∂ º ∞ ƒ ª √ ° ∏

1
3

1
3

Λύση:

2∂ º ∞ ƒ ª √ ° ∏

1
3

1
3

Λύση:

1∂ º ∞ ƒ ª √ ° ∏

Μέρος B’ - 4.5. O κώνος και τα στοιχεία του  225

13 cm

1
2
 c

m

ρ

O

K

O

B

λ

λ

ρ=4cm

υ

30°

K A



Ένας κώνος έχει εμβαδόν παράπλευρης επιφάνειας 251,2 cm2 και

γενέτειρα με μήκος 10 cm. Nα υπολογίσετε:

α)  την ακτίνα της βάσης του,  β) το ύψος του,  γ) τον όγκο του.

α) ‘Εχουμε ότι ΕΠ = πρλ  ή  ρ = ή  ρ = = 8,  άρα  ρ = 8 (cm).

β) Στο ορθογώνιο τρίγωνο ΟΚΑ έχουμε ΟΚ2 = ΟΑ2 – ΑΚ2 = 102 – 82 = 36, άρα

υ = ΟΚ = 6 (cm).

γ) Ο όγκος του κώνου είναι ίσος με:  V = � πρ2� υ = 3,14 � 82 � 6 = 401,92 (cm2).

ΣΩΣΤΟ ΛΑΘΟΣ

To ανάπτυγμα της παράπλευρης επιφάνειας ενός κώνου

είναι τρίγωνο.

Η γενέτειρα λ, το ύψος υ και η ακτίνα ρ του κώνου ικανοποιούν

τη σχέση λ2 = υ2 + ρ2.

Η γενέτειρα ενός κώνου είναι πάντα μεγαλύτερη από την ακτίνα.

Η βάση ενός κώνου είναι κυκλικός δίσκος.

Η ακτίνα της βάσης ενός κώνου είναι 6 cm και το ύψος του 8 cm. Η γενέτειρά του είναι:

A: 10 dm B: 10 cm Γ: 12 m Δ: 6 cm.

Να κυκλώσετε τη σωστή απάντηση.

O όγκος του κώνου είναι 12π m3 και η ακτίνα του 3 m. Το ύψος του είναι:

A: π m B: 6 m Γ: 4 m Δ: 4π m.

Να κυκλώσετε τη σωστή απάντηση.

Αν διπλασιάσουμε την ακτίνα της βάσης ενός κώνου, τότε η παράπλευρη επιφάνεια:

A: διπλασιάζεται B: τετραπλασιάζεται Γ: παραμένει ίδια.

Να κυκλώσετε τη σωστή απάντηση.

Αν διπλασιάσουμε την ακτίνα της βάσης ενός κώνου, τότε ο όγκος του κώνου:

A: διπλασιάζεται B: τετραπλασιάζεται Γ: παραμένει ίδιος

Να κυκλώσετε τη σωστή απάντηση.

Το ανάπτυγμα της παράπλευρης επιφάνειας ενός κώνου είναι κυκλικός τομέας με

ακτίνα 12 cm και γωνία 60°. H ακτίνα της βάσης του κώνου είναι:

A: 4 cm B: 3 dm Γ: 2 cm Δ: 2 dm.

Να κυκλώσετε τη σωστή απάντηση.

Aν διπλασιάσουμε το ύψος ενός κώνου, τότε ο όγκος του:

A: διπλασιάζεται B: τριπλασιάζεται Γ: τετραπλασιάζεται.

Να κυκλώσετε τη σωστή απάντηση.
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Συμπληρώστε τα στοιχεία του κώνου
που λείπουν στον παρακάτω πίνακα:

Ένας κώνος έχει όγκο V = 1 m3.
Να υπολογίσετε τον όγκο του κώνου:
α) με διπλάσιο ύψος (μόνο),
β) με διπλάσια ακτίνα βάσης (μόνο),
γ) με διπλάσιο ύψος και διπλάσια ακτίνα

βάσης.

Ένα δοχείο με σχήμα κώνου που έχει
ύψος 20 cm και ακτίνα βάσης 10 cm είναι
γεμάτο νερό. Αδειάζουμε το παραπάνω
δοχείο σε ένα άλλο δοχείο, που έχει
σχήμα κύβου με ακμή 20 cm. Να
εξετάσετε αν θα ξεχειλίσει το νερό ή όχι.

Θέλουμε να κατασκευάσουμε μια κωνική
σκηνή, η οποία να έχει όγκο τουλάχιστον
20 m3. Aν το ύψος της σκηνής είναι 3 m,
πόση πρέπει να είναι η διάμετρος της
βάσης;

Να υπολογιστεί ο

όγκος και το εμβαδόν

της ολικής επιφά-

νειας του στερεού

στο διπλανό σχήμα.

Δύο στερεοί κώνοι έχουν κοινή βάση με
ακτίνα 4 cm και ύψη 8 cm και 12 cm
αντίστοιχα. Να βρείτε τον όγκο του
στερεού που σχηματίζεται.

Ένα ορθογώνιο τρίγωνο ΑΒΓ (
∧
Α=90°)

στρέφεται πρώτα γύρω από την πλευρά
ΑΒ και έπειτα γύρω από την πλευρά ΑΓ,
όπως φαίνεται στα παρακάτω σχήματα.

Να υπολογίσετε:
α) το λόγο των παράπλευρων επιφα-

νειών των δύο κώνων που σχηματί-
ζονται,

β) το λόγο των όγκων τους.

Ένα ισοσκελές τρίγωνο ΑΒΓ με βάση ΒΓ
περιστρέφεται γύρω από τη βάση του ΒΓ,
όπως φαίνεται στο παρακάτω σχήμα. Αν
ΒΓ=24 cm και AB=13 cm, να υπολογίσετε:
α) την ολική επιφάνεια του στερεού που

σχηματίζεται,
β) τον όγκο του.

Η στέγη της κεντρικής σκηνής ενός
τσίρκου έχει σχήμα κώνου με διάμετρο
βάσης 40 m και ύψος 15 m. Πόσα
τετραγωνικά μέτρα πλαστικοποιημένου
υφάσματος χρειάστηκαν για την
κατασκευή της;

Μια κλεψύδρα σχήματος κώνου «μετρά»
το χρόνο αδειάζοντας 4 cm3 άμμο το
λεπτό (min). Aν η ακτίνα της βάσης είναι
5 cm και το ύψος 9,17 cm, να βρείτε σε
πόσο χρόνο θα αδειάσει τελείως η
κλεψύδρα;
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Τα διπλανά σχήματα μάς δίνουν την έννοια της σφαίρας. Αν

έχουμε ένα κυκλικό δίσκο (Ο, ρ) και τον περιστρέψουμε γύρω

από μία διάμετρο του ΑΒ, παρατηρούμε ότι σχηματίζεται μια

σφαίρα.

Κατά την περιστροφή ο κύκλος

δημιουργεί την επιφάνεια της

σφαίρας.

Επομένως, η απόσταση ενός οποιου-

δήποτε σημείου της επιφάνειας μιας

σφαίρας από το κέντρο Ο είναι ίση

με την ακτίνα ρ. Το σημείο Ο λέγεται

κέντρο της σφαίρας και η ακτίνα ρ

του κύκλου λέγεται ακτίνα της

σφαίρας.

Σχετικές θέσεις επιπέδου και σφαίρας

Μία σφαίρα και ένα επίπεδο στο χώρο έχουν τη δυνατότητα να

τοποθετηθούν κατά τρεις διαφορετικούς τρόπους, όπως

φαίνεται στα διπλανά σχήματα:

α) Να μην τέμνονται μεταξύ τους.

β) Να εφάπτονται σε ένα σημείο.

γ) Να τέμνονται σε κύκλο.

Παρατηρούμε ότι ο κύκλος που αποτελεί την τομή του

επιπέδου με τη σφαίρα, «μεγαλώνει» όσο το επίπεδο

«πλησιάζει» στο κέντρο της σφαίρας. Όταν το κέντρο της

σφαίρας ανήκει στο επίπεδο, τότε ο κύκλος στον οποίο

τέμνονται ονομάζεται μέγιστος κύκλος της σφαίρας.

Σφαίρα λέγεται το στερεό σώμα
που παράγεται, αν περιστρέ-
ψουμε ένα κυκλικό δίσκο (Ο, ρ)
γύρω από μία διάμετρό του.

H σφαίρα και τα στοιχεία της4.6.
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Εμβαδόν επιφάνειας σφαίρας

Όπως είδαμε, η επιφάνεια που δημιουργείται από την

περιστροφή ενός κύκλου (Ο, ρ) γύρω από μια διάμετρό του,

αποτελεί την επιφάνεια της σφαίρας.

Είναι εντυπωσιακό το γεγονός ότι πρώτοι οι αρχαίοι Έλληνες

με τον Αρχιμήδη υπολόγισαν το εμβαδόν της επιφάνειας της

σφαίρας και μάλιστα συγκρίνοντάς την με την παράπλευρη

επιφάνεια του κυλίνδρου!

Ο Αρχιμήδης απέδειξε ότι, αν μια σφαίρα «εγγράφεται» σε

κύλινδρο, όπως φαίνεται στο διπλανό σχήμα, τότε η επιφάνεια

της σφαίρας είναι ίση με την παράπλευρη επιφάνεια του

κυλίνδρου.

Επομένως: Εσφ = 2πρ � υ = 2πρ � 2ρ  ή    

Tο προηγούμενο συμπέρασμα διατυπώνεται και ως εξής:

Όγκος της σφαίρας

Ας κατασκευάσουμε μια σφαίρα ακτίνας ρ και δύο κυλίνδρους

με βάση κύκλο ακτίνας ρ και ύψος υ = 2ρ.

Γεμίζουμε διαδοχικά με αλεύρι τρεις φορές τη σφαίρα και

αδειάζουμε το αλεύρι στους δύο κυλίνδρους.

Τελειώνοντας βλέπουμε ότι οι δύο κύλινδροι είναι τελείως

γεμάτοι. Επομένως, ο τριπλάσιος όγκος σφαίρας ακτίνας ρ

ισούται με τον διπλάσιο όγκο κυλίνδρου με ακτίνα βάσης ρ και

ύψος υ = 2ρ:

3Vσφ = 2Vκ  ή    Vσφ = Vκ = πρ2 � (2ρ)    ή

Δίνεται σφαίρα ακτίνας ρ = 2 cm. Να βρείτε:

α) το εμβαδόν Ε της επιφάνειάς της,

β) τον όγκο της.

α) Γνωρίζουμε ότι: Εσφ = 4πρ2 = 4 � 3,14 � 2
2

= 50,24 (cm2).

β) Γνωρίζουμε ότι: Vσφ = πρ3 = � 3,14 � 23 = 33,49 (cm3).
4
3

4
3

Λύση:

1∂ º ∞ ƒ ª √ ° ∏

Vσφ = J πρ3

2
3

2
3

Το εμβαδόν της επιφάνειας μιας σφαίρας ισούται με το

εμβαδόν τεσσάρων μεγίστων κύκλων της.

Εσφ = 4πρ2
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υ=2ρ
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Η επιφάνεια μιας σφαίρας είναι 144π (m2). Nα βρείτε τον όγκο της.

Γνωρίζουμε ότι: Εσφ = 4πρ2, οπότε 144π = 4πρ2 ή  36 = ρ2 ή ρ = 6 (m).

Aπό τον τύπο υπολογισμού του όγκου της σφαίρας έχουμε: 

Vσφ = πρ3 =  π � 63 = 904,32 (m3).

Nα βρείτε πόσα χρήματα θα χρειαστούμε, για να βάψουμε μία σφαιρική δεξαμενή

διαμέτρου δ = 20 m, αν το ένα κιλό χρώμα κοστίζει 8 € και καλύπτει επιφάνεια 4 m2.

To εμβαδόν της επιφάνειας της σφαίρας είναι Εσφ = 4πρ2 = 4π � 102 = 1256 (m2).

Aφού κάθε κιλό χρώμα καλύπτει 4 m2, για να καλυφθεί η επιφάνεια των 1256 m2 της

σφαίρας χρειάζονται = 314 κιλά χρώμα που κοστίζουν συνολικά 314 � 8 = 2512 €.

Nα βρείτε το εμβαδόν της τομής επιπέδου και σφαίρας κέντρου Ο και ακτίνας R = 5 cm,

όταν το επίπεδο απέχει από το κέντρο της σφαίρας απόσταση d = 3 cm.

Aφού το επίπεδο απέχει απόσταση από το

κέντρο της σφαίρας μικρότερη από την ακτίνα

της, τότε η τομή είναι κυκλικός δίσκος ακτίνας:

ρ = ��R2– d2 = ��52– 32 = ��16 = 4 (cm).

Tότε, το εμβαδόν του κυκλικού δίσκου είναι:

Ε = πρ2 = π � 42 = 50,24 (cm2).

ΣΩΣΤΟ ΛΑΘΟΣ

To εμβαδόν της επιφάνειας της σφαίρας είναι τετραπλάσιο από το

εμβαδόν ενός μέγιστου κύκλου της.

Σε μια σφαίρα ακτίνας 3 cm το εμβαδόν της επιφάνειας και ο όγκος

της εκφράζονται με τον ίδιο αριθμό.

Η τομή σφαίρας και επιπέδου που διέρχεται από το κέντρο της

είναι πάντα κύκλος.

Η τομή σφαίρας και επιπέδου που δε διέρχεται από το κέντρο της

είναι πάντα κύκλος.

Το εμβαδόν της επιφάνειας μιας σφαίρας ισούται με το γινόμενο του 

μήκους ενός μέγιστου κύκλου της με τη διάμετρο αυτής.
5 .

4 .

3 .

2 .

1 .

∂ƒøΔ∏™∂π™ ∫∞Δ∞¡√∏™∏™

Λύση:

4∂ º ∞ ƒ ª √ ° ∏

1256
4

Λύση:

3∂ º ∞ ƒ ª √ ° ∏

4
3

4
3

Λύση:

2∂ º ∞ ƒ ª √ ° ∏
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Δύο σφαίρες με ακτίνες 5 cm και 12 cm είναι γεμάτες με νερό. Αν αδειάσουμε το

περιεχόμενό τους σε μία τρίτη σφαίρα με ακτίνα 13 cm, τότε:

A: Η τρίτη σφαίρα θα γεμίσει πλήρως.

Β: Η τρίτη σφαίρα θα ξεχειλίσει.

Γ: Η τρίτη σφαίρα δε θα γεμίσει.

Να κυκλώσετε τη σωστή απάντηση.

Αν διπλασιάσουμε την ακτίνα μιας σφαίρας, τότε ο όγκος της:

A: Διπλασιάζεται Β: Τριπλασιάζεται Γ: Τετραπλασιάζεται Δ: Οκταπλασιάζεται.

Να κυκλώσετε τη σωστή απάντηση.

Ένα τμήμα ΑΒ έχει μήκος 6 cm. Ένα σημείο Σ απέχει 4 cm από το μέσο Μ του

ευθύγραμμου τμήματος ΑΒ. Τότε:

A: Το Σ ανήκει στη σφαίρα διαμέτρου ΑΒ.

Β: Το Σ ανήκει στο εσωτερικό της σφαίρας διαμέτρου ΑΒ.

Γ: Το Σ βρίσκεται εξωτερικά της σφαίρας διαμέτρου ΑΒ.

Να κυκλώσετε τη σωστή απάντηση.

Το εμβαδόν της επιφάνειας μιας σφαίρας ακτίνας ρ και το εμβαδόν του κυκλικού

δίσκου με την ίδια ακτίνα έχουν λόγο:

A: 1 Β: Γ: Δ: 4

Να κυκλώσετε τη σωστή απάντηση.

Όταν μία  σφαίρα ακτίνας ρ «εγγράφεται» σε κύλινδρο, τότε η επιφάνεια της σφαίρας
είναι:
A: διπλάσια της παράπλευρης επιφάνειας του κυλίνδρου
Β: τριπλάσια της παράπλευρης επιφάνειας του κυλίνδρου
Γ: τετραπλάσια της παράπλευρης επιφάνειας του κυλίνδρου
Δ: ίση με την παράπλευρη επιφάνεια του κυλίνδρου
Να κυκλώσετε τη σωστή απάντηση.

10 .

1
3

1
2

9 .

8 .

7 .

6 .
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∞™∫∏™∂π™

Να συμπληρώσετε τους πίνακες:

Α.

Β.

Η διάμετρος μιας σφαίρας είναι δ = 4 cm.

Να υπολογίσετε το εμβαδόν της επιφά-

νειας και τον όγκο της σφαίρας.

2

36π m3V: όγκος σφαίρας

E: εμβαδόν επιφά-
νειας σφαίρας

8dm3,2dm10cm1mρ: ακτίνα σφαίρας

288 πΌγκος (cm3)

400 πΕμβαδόν
επιφάνειας (cm2)

21Ακτίνα
σφαίρας (cm)

1
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Να βρείτε το εμβαδόν της επιφάνειας,

καθώς και τον όγκο ημισφαιρίου ακτίνας

R = 4 m.

Mε ποιον αριθμό πρέπει να πολλαπλα-

σιάσουμε την ακτίνα μιας σφαίρας, ώστε

το εμβαδόν της επιφάνειάς της να

πολλαπλασιαστεί επί 4; επί 36; επί 100;

Να βρείτε την ποσότητα του χρώματος

που χρειάζεται, για να βαφεί σφαιρική

δεξαμενή ακτίνας ρ = 10 m, αν το ένα

κιλό χρώματος βάφει επιφάνεια 8 m2.

Tέσσερις κίτρινες μπάλες έχουν ακτίνα

5 cm και πέντε κόκκινες μπάλες έχουν

ακτίνα 4 cm. Ποιου χρώματος μπάλες

έχουν τη μεγαλύτερη συνολική επιφά-

νεια και ποιου χρώματος μπάλες έχουν

το μεγαλύτερο συνολικό όγκο;

Σε κιβώτιο που έχει σχήμα κύβου

χωράει ακριβώς μια σφαίρα με ακτίνα 40

cm. Nα βρείτε το μέρος του κιβωτίου που

μένει άδειο.

Δύο σφαίρες έχουν διαμέτρους 30 cm

και 40 cm. Να υπολογίσετε τη διάμετρο

μιας τρίτης σφαίρας, της οποίας το

εμβαδόν της επιφάνειάς της είναι ίσο με

το άθροισμα των εμβαδών των

επιφανειών των δύο σφαιρών.

Στο παρακάτω σχήμα οι δύο μικρές

σφαίρες έχουν διαμέτρους ΑΟ=ΟΒ= 4cm,

και περιέχονται στη μεγάλη σφαίρα

κέντρου Ο και ακτίνας ρ = ΟΑ = ΟΒ.

Nα βρείτε τον όγκο του γραμμοσκια-

σμένου στερεού.

9

8

7

6

5

4

3

Α
4 4
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Το σχήμα της Γης είναι ελλειψοειδές.

Για πρακτικούς λόγους, όμως,

θεωρούμε ότι η Γη είναι σφαίρα και την

ονομάζουμε γήινη σφαίρα ή

υδρόγειο σφαίρα.

Η υδρόγειος σφαίρα περιστρέφεται

γύρω από τον εαυτό της, γύρω από

ένα νοητό άξονα, ο οποίος περνά από

τους δύο πόλους.

Ο νοητός αυτός άξονας ονομάζεται

άξονας περιστροφής της Γης. Ο

μέγιστος κύκλος της γήινης σφαίρας, ο

οποίος είναι κάθετος στον άξονα

περιστροφής, ονομάζεται ισημερινός.

Ο ισημερινός χωρίζει τη Γη σε δύο ημισφαίρια, το

βόρειο (συμβολίζεται με το γράμμα Ν από την

αγγλική λέξη North που σημαίνει Βορράς) και το

νότιο (συμβολίζεται με το γράμμα S από την

αγγλική λέξη South που σημαίνει Νότος).

Η τομή κάθε επιπέδου, το οποίο είναι παράλληλο

προς το επίπεδο του ισημερινού με την επιφάνεια

της γήινης σφαίρας, είναι κύκλος με κέντρο πάνω

στον άξονα περιστροφής.

Έτσι, το βόρειο και το νότιο ημισφαίριο χωρίζονται

από παράλληλους προς τον ισημερινό κύκλους, με

αποτέλεσμα από κάθε τόπο πάνω στην επιφάνεια

της Γης να περνά ένας παράλληλος κύκλος, ο

οποίος ονομάζεται παράλληλος του τόπου.

Το ημικύκλιο με διάμετρο ΠΠ�, το οποίο περνά από

το αστεροσκοπείο Γκρήνουϊτς της Μ. Βρεττανίας,

ονομάζεται πρώτος μεσημβρινός. Ο πρώτος

μεσημβρινός χωρίζει τη γήινη σφαίρα σε δύο

ημισφαίρια, το ανατολικό (συμβολίζεται με το

γράμμα Ε από την αγγλική λέξη East που σημαίνει

ανατολή) και το δυτικό (συμβολίζεται με το γράμμα

W από την αγγλική λέξη West που σημαίνει δύση).

Γεωγραφικές συντεταγμένες4.7.

Iσημερινός

Νότιο
ημισφαίριο

Ανατολικό
ημισφαίριο

Δυτικό
ημισφαίριο

Πρώτος
μεσημβρινός

Παράλληλος
κύκλος

Παράλληλος
κύκλος

Βόρειο
ημισφαίριο

Π’
Νότιος
Πόλος

Π’
Νότιος
Πόλος

Π
Βόρειος
Πόλος

Π
Βόρειος
Πόλος



Από κάθε τόπο περνά ένα ημικύκλιο με διάμετρο ΠΠ’. Το

ημικύκλιο ονομάζεται μεσημβρινός του τόπου.

Κάθε τόπος χαρακτηρίζεται από δύο διαφορετικές

επίκεντρες γωνίες. Στο διπλανό σχήμα, αν Α είναι το

σημείο τομής του ισημερινού με τον πρώτο μεσημβρινό,

ο τόπος Τ χαρακτηρίζεται από την επίκεντρη γωνία λ και

την επίκεντρη γωνία ω.

Η επίκεντρη γωνία λ ονομάζεται γεωγραφικό μήκος του

τόπου και η ω γεωγραφικό πλάτος του τόπου.

Ανάλογα με τη θέση του τόπου, το γεωγραφικό μήκος

χαρακτηρίζεται ως δυτικό (W) ή ως ανατολικό (Ε) (αν ο

τόπος βρίσκεται στο ανατολικό ή στο δυτικό ημισφαίριο

αντίστοιχα).

Επίσης, το γεωγραφικό πλάτος χαρακτηρίζεται ως

βόρειο (Ν) ή νότιο (S), αν ο τόπος βρίσκεται στο βόρειο

ή στο νότιο ημισφαίριο αντίστοιχα.

Έτσι, οι συντεταγμένες μερικών σπουδαίων πόλεων είναι:

73,45°43,10°ΝΕΑ ΥΟΡΚΗ

43,08°23,38°ΡΙΟ ΝΤΕ ΤΖΑΝΕΙΡΟ

34,07°151,15°ΣΙΝΔΕΥ

0,38°51,29°ΛΟΝΔΙΝΟ

3,08°48,23°ΠΑΡΙΣΙ

12,30°40,04°ΡΩΜΗ

22,30°40,15°ΘΕΣΣΑΛΟΝΙΚΗ

23,45°37,27°°ΑΘΗΝΑ

WSΕΝ
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°π∞ ¢π∞™∫∂¢∞™∏:

➤ ™Â ÔÈÔ Ì¤ÚÔ˜ ÙË˜ °Ë˜
¤Ó·˜ ¿ÓıÚˆÔ˜ ı·
ÎÔ›Ù·˙Â ÓfiÙÈ· ÚÔ˜ fiÏÂ˜
ÙÈ˜ Î·ÙÂ˘ı‡ÓÛÂÈ˜;

➤ ™¯Â‰È¿ÛÙÂ ¤Ó· ÛÊ·ÈÚÈÎfi ÙÚ›ÁˆÓÔ Ô˘ Ó· ¤¯ÂÈ fiÏÂ˜ ÙÈ˜ ÁˆÓ›Â˜ ÙÔ˘ ÔÚı¤˜.

➤ ŒÓ·˜ Ù·ÍÈ‰ÈÒÙË˜ ÂÚ·ÙÒÓÙ·˜ ‰È¤Û¯ÈÛÂ ÌÈ· ‰È·‰ÚÔÌ‹ Î·È Í·Ó·Á‡ÚÈ-
ÛÂ ÛÙÔ ÛËÌÂ›Ô ·fi ÙÔ ÔÔ›Ô ÍÂÎ›ÓËÛÂ. ∫·Ù¿ ÙË ‰È¿ÚÎÂÈ· ÙË˜ ‰È·‰ÚÔ-
Ì‹˜ ÙÔ ÎÂÊ¿ÏÈ ÙÔ˘ ‰È¤Ó˘ÛÂ 12,56 Ì¤ÙÚ· ÂÚÈÛÛfiÙÂÚ· ·fi Ù· fi‰È· 
ÙÔ˘. ¶Ò˜ Â›Ó·È ‰˘Ó·ÙfiÓ;

➤ ªÈ· ·ÚÎÔ‡‰· ‚Á‹ÎÂ ·fi
ÙË ÛËÏÈ¿ ÙË˜, ÚÔ¯Ò-
ÚËÛÂ 1 km ÓfiÙÈ·, ÛÙË
Û˘Ó¤¯ÂÈ· 1 km ·Ó·ÙÔÏÈÎ¿
Î·È Ù¤ÏÔ˜ 1 km ‚fiÚÂÈ· Î·È
Í·Ó·‚Ú¤ıËÎÂ ÛÙË ÛËÏÈ¿
ÙË˜! ΔÈ ¯ÚÒÌ· ¤¯ÂÈ Ë
·ÚÎÔ‡‰·;



✐ Οι δυνατές θέσεις δύο διαφορετικών επιπέδων είναι:

➤ να είναι παράλληλα,
➤ να τέμνονται κατά μία ευθεία.

✐ Όταν έχουμε δύο διαφορετικές ευθείες ε και ζ, τότε οι μόνες δυνατές θέσεις που

μπορεί να έχουν είναι:
➤ Να είναι παράλληλες, δηλαδή να ανήκουν στο ίδιο επίπεδο και να μην έχουν

κανένα κοινό σημείο.
➤ Να τέμνονται, δηλαδή να έχουν μόνο ένα κοινό σημείο.
➤ Να είναι ασύμβατες, δηλαδή να ανήκουν σε διαφορετικά επίπεδα και να μην

έχουν κανένα κοινό σημείο.

✐ Οι δυνατές θέσεις μιας ευθείας και ενός επιπέδου είναι:

➤ Η ευθεία να περιέχεται στο επίπεδο.
➤ Η ευθεία να είναι παράλληλη στο επίπεδο.
➤ Η ευθεία να τέμνει το επίπεδο σε ένα σημείο.

Ευθεία κάθετη σε επίπεδο
✐ Μια ευθεία είναι κάθετη σε ένα επίπεδο, όταν είναι κάθετη σε δύο ευθείες του που

διέρχονται από το ίχνος της.

Εμβαδόν επιφάνειας πρίσματος

✐ Εμβαδόν παράπλευρης επιφάνειας: ΕΠ = (περίμετρος βάσης) � (ύψος)

Ολικό εμβαδόν: Εολ = ΕΠ + 2Εβ

Εμβαδόν επιφάνειας κυλίνδρου

✐ Εμβαδόν παράπλευρης επιφάνειας:   ΕΠ = 2πρ � υ

Ολικό εμβαδόν: Εολ = ΕΠ + 2Εβ

Όγκος πρίσματος και κυλίνδρου

✐ Όγκος πρίσματος: V = (εμβαδόν βάσης) � (ύψος)

✐ Όγκος κυλίνδρου: V = πρ2υ

Σχετικές θέσεις ευθείας και επιπέδου

Σχετικές θέσεις ευθειών στο χώρο

Σχετικές θέσεις δύο επιπέδων

Στερεομετρία 4∂·Ó¿ÏË„Ë ∫ÂÊ·Ï·›Ô˘ 



✐ Μια πυραμίδα λέγεται κανονική, αν η βάση της είναι κανονικό πολύγωνο και η 

προβολή της κορυφής της στη βάση είναι το κέντρο του κανονικού πολυγώνου.

Εμβαδόν κανονικής πυραμίδας:   ΕΠ = (περίμετρος βάσης) � (απόστημα)

Εολ = Επ + Εβ

Όγκος πυραμίδας: V = (εμβαδόν βάσης) � (ύψος)

✐ Κώνος λέγεται το στερεό σχήμα που παράγεται από την περιστροφή ενός ορθογω-
νίου τριγώνου γύρω από μία κάθετη πλευρά του.

Εμβαδόν επιφάνειας κώνου: ΕΠ = πρλ

Εολ = ΕΠ + Εβ = πρλ + πρ2

Όγκος κώνου: V = πρ2υ

✐ Σφαίρα είναι το στερεό σχήμα που παράγεται, αν περιστρέψουμε έναν κυκλικό

δίσκο γύρω από μια διάμετρό του.

Εμβαδόν σφαίρας: Εσφ= 4πρ2

Όγκος σφαίρας: Vσφ = πρ34
3

Σφαίρα

1
3

Κώνος

1
3

1
2

Πυραμίδα



∂ÍÈÛÒÛÂÈ˜ – ∞ÓÈÛÒÛÂÈ˜

1.1 ∏ ¤ÓÓÔÈ· ÙË˜ ÌÂÙ·‚ÏËÙ‹˜
– ∞ÏÁÂ‚ÚÈÎ¤˜ ·Ú·ÛÙ¿ÛÂÈ˜

∂ƒøΔ∏™∂π™ ∫∞Δ∞¡√∏™∏™

·) ± iii, ‚) ± iv, Á) ± i, ‰) ± ii
·) °,  ‚) ∞,  Á) μ,  ‰) ° 
·) ± iv, ‚) ± i, Á) ± iii, ‰) ± ii

∞™∫∏™∂π™:

·) 3x+12, ‚) (x+y)�9 Á) 2x+2(x–2)

·) 5x, ‚) x+ x

·) 17x,  ‚) –16·,  Á) 27y, ‰) 4ˆ, Â) –2x+1, ÛÙ) –2‚
·) 5x–y, ‚) 7ˆ+5·, Á) –2x–2y, ‰) –7x+4ˆ 
·) ∞=–9, ‚) μ=–36,
·) ∞=0,1, ‚) μ=1
·) μªπ: 28,4 -1Ô˜ ‚·ıÌfi˜ ·¯˘Û·ÚÎ›·˜ ÁÈ· ¿Ó‰ÚÂ˜,
‚) μªπ: 31,7 - 2Ô˜ ‚·ıÌfi˜ ·¯˘Û·ÚÎ›·˜ ÁÈ· Á˘Ó·›ÎÂ˜

1.2 ∂ÍÈÛÒÛÂÈ˜ ·� ‚·ıÌÔ‡

∂ƒøΔ∏™∂π™ ∫∞Δ∞¡√∏™∏™

·) 30, ‚) 7, Á) 24, ‰) –3, Â) –9, ÛÙ) 7
·) ™, ‚) §, Á) ™, ‰) §, Â) §
·) ± iii, ‚) ± iv, Á) ± i, ‰) ± ii

∞™∫∏™∂π™:

∫¿ÓÔÓÙ·˜ ÙËÓ Â·Ï‹ıÂ˘ÛË ‚Ú›ÛÎÔ˘ÌÂ fiÙÈ: ·) ‰ÂÓ Â›Ó·È  
Ï‡ÛË, ‚) ‰ÂÓ Â›Ó·È Ï‡ÛË, Á) Â›Ó·È Ï‡ÛË.
·) x=–22, ‚) y=1, Á) t=–2

·) x=4, ‚) y= , Á) ˆ=–

·) x=–11, ‚) x= , Á) x=

·) x=–61, ‚) y=4, Á) ˆ=

·) x= , ‚) t=–26

·) x=– , ‚) t=

·) x= , ‚) x=3,9

·) °È· Ì=2 Ï‡ÓÔ˘ÌÂ ÙËÓ ÂÍ›ÛˆÛË ÌÂ ¿ÁÓˆÛÙÔ ÙÔ x,
‚) ÁÈ· x=7 Ï‡ÓÔ˘ÌÂ ÙËÓ ÂÍ›ÛˆÛË ÌÂ ¿ÁÓˆÛÙÔ ÙÔ Ì,
Á) ·‰‡Ó·ÙË

·) x=2 ÌÂ ÏÂ˘Ú¤˜ 7, 7, 5 ‚) x=4 ÌÂ ÏÂ˘Ú¤˜ 11, 9, 9,
Á) Ë ÂÍ›ÛˆÛË 2x+3=2x+1 Â›Ó·È ·‰‡Ó·ÙË
x=4, y=3, ˆ=65Æ

1.3 ∂›Ï˘ÛË Ù‡ˆÓ

∂ƒøΔ∏™∂π™ ∫∞Δ∞¡√∏™∏™

° μ ° ∞

∞™∫∏™∂π™:

Ú=

y=

Ú=

y=

ˆ=

t=

‚=

Ï=

h=

c=

q1=

˘0=

·) ı= , ‚) ı=54,63ÆC

·) D=11 ËÌ¤ÚÂ˜ ‚) ÁÈ· D=180, h=1090,3 m,
Á) ÁÈ· D=360, h=2.251,6 m

1.4 ∂›Ï˘ÛË ÚÔ‚ÏËÌ¿ÙˆÓ ÌÂ ÙË ¯Ú‹ÛË
ÂÍÈÛÒÛÂˆÓ

∂ƒøΔ∏™∂π™ ∫∞Δ∞¡√∏™∏™

¢ μ

∞™∫∏™∂π™:

∞Ó x Â›Ó·È ÙÔ Ì¤ÙÚÔ ÙË˜ ÌÈ·˜ ÔÍÂ›·˜ ÁˆÓ›·˜ Î·È 2x ÙÔ

Ì¤ÙÚÔ ÙË˜ ‰Â‡ÙÂÚË˜, ÙfiÙÂ x=30Æ Î·È 2x=60Æ.

1

21

14

273,15 (V–V0)
V0

13

2S–gt2

2t
12

F�r2

kc�q2

11

Q
m�ı

10

P–P0
Â

9

s–·
s

8

2E–μ˘
˘

7

s
˘

6

∂–2xy
2x+2y

5

–·x–Á
‚

4

E
2˘

3

P–2x
2

2

L
2

1

4321

11

10

9

15
7

8

12
17

1
6

7

9
8

6

11
4

5

9
7

30
13

4

1
2

11
4

3

2

1

3

2

1

7

6

5

4

3

19
100

2

1

3

2

1

1∫ ÂÊ¿ Ï · È Ô

∞¶∞¡Δ∏™∂π™  Δø¡ ∞™∫∏™∂ø¡

ª∂ƒ√™ ∞�



x=14 m.
x=10 ¤ÙË.
ΔÔ ·Ú¯ÈÎfi ÔÛfi Â›Ó·È 1200€. √ ÚÒÙÔ˜ Ê›ÏÔ˜ ‹ÚÂ
300€, Ô ‰Â‡ÙÂÚÔ˜ Ê›ÏÔ˜ ‹ÚÂ 400€, Ô ÙÚ›ÙÔ˜ Ê›ÏÔ˜
‹ÚÂ 500€.

ΔÔ ÚÒÙÔ ·˘ÙÔÎ›ÓËÙÔ ÂÚÈ¤¯ÂÈ 54 Ï›ÙÚ· Î·È ÙÔ ‰Â‡ÙÂÚÔ
ÂÚÈ¤¯ÂÈ 27 Ï›ÙÚ·.
∂›Ó·È 7 Ù· ÏÂˆÊÔÚÂ›· ÙˆÓ 8 ·ÙfiÌˆÓ Î·È 5 ÙˆÓ 14 ·ÙfiÌˆÓ
¶Ú¤ÂÈ Ó· ·˘ÍËıÂ› Î·Ù¿ 4 m.
ΔÔ ˆÚÔÌ›ÛıÈÔ ÙÔ˘ ¶¤ÙÚÔ˘ Â›Ó·È 8€ Î·È ÙÔ˘ ™¿ÎË 6€.

Δ· ÛÙÈÏfi Â›Ó·È 6.
·)

‚) Ô ·ÁÒÓ·˜ ‰ÚfiÌÔ˘ Â›Ó·È 10 km, ÙË˜ ÎÔÏ‡Ì‚ËÛË˜ 1,5 km
Î·È ÙË˜ Ô‰ËÏ·Û›·˜ 40 km.

1.5 ∞ÓÈÛÒÛÂÈ˜ ·� ‚·ıÌÔ‡

∂ƒøΔ∏™∂π™ ∫∞Δ∞¡√∏™∏™

·) x+3<6, ‚) <– , Á) x–3>2, ‰) �–2, Â) 2x�–4,

ÛÙ) <6, ˙) –3x>–21, Ë) –4x�2

·) ™,  ‚) §,  Á) ™,  ‰) §,  Â) ™, ÛÙ) §,  ˙) ™,  Ë) §,  ı) §

∞™∫∏™∂π™:

·) x�4, ‚) x>–5, Á) x<0, ‰) x�– .

·) ˆ> , ‚) x�0, Á) 0 � y<8, ‰) t<–8

·) x> , ‚) 0 � x>–1, Á) x>– , ‰) x>11, Â) ˆ<–3,

ÛÙ) 0 � t>–11
·) –1<x<5, ‚) x>6, Á) ‰ÂÓ ˘¿Ú¯Ô˘Ó ÎÔÈÓ¤˜ Ï‡ÛÂÈ˜,
‰) y>14,2, Â) –1<x�3, ÛÙ) x>9

·) –4<x�9, ‚) –1<x<1, Á) � x � 

Ì<5

·<

∞Ó x € Â›Ó·È Ù· ¯Ú‹Ì·Ù· ÙË˜ ª·Ú›·˜, ÙfiÙÂ (3x–14)€ Â›Ó·È
Ù· ¯Ú‹Ì·Ù· ÙË˜ ÕÓÓ·˜ ÌÂÙ¿ ÙË ‰·¿ÓË.
¶Ú¤ÂÈ Ó· ÁÚ¿„ÂÈ 16<x�20.
°È· ¯ÚfiÓÔ ÔÌÈÏ›·˜ x>150 ÏÂÙ¿.
37,5<x<40.

¶Ú·ÁÌ·ÙÈÎÔ› ·ÚÈıÌÔ›

2.1 ΔÂÙÚ·ÁˆÓÈÎ‹ Ú›˙· ıÂÙÈÎÔ‡
·ÚÈıÌÔ‡

∂ƒøΔ∏™∂π™ ∫∞Δ∞¡√∏™∏™

·) ∞, ‚) ∞, Á) μ   °
9 ± 3,   16 ± 4,   4 ± 2,   25 ± 5,   36 ± 6
·) §, ‚) §, Á) ™, ‰) §, Â) §, ÛÙ) §, ˙) §, Ë) ™, ı) §, È) §
1) μ, 2) μ, 3) ∂, 4) ∞

∞™∫∏™∂π™:

·) 9, 0,9, 90,  ‚) 2, 0,2, 20, 200,  Á) 11, 1,1, 110, 0,11,

‰) ,  ,  ,  .

·) 6, ‚) 6, Á) 18, ‰) 18
·) 9, ‚) 5, Á) 33, ‰) 81, Â) 4,
ÛÙ) 4,4  ‹  2,16  ‹  1,25  ‹  3,9  ‹  5,1 ‹ 6,0
ÀÔÏÔÁ›˙Ô˘ÌÂ ÙÈ˜ ÙÂÙÚ·ÁˆÓÈÎ¤˜ Ú›˙Â˜ ÍÂÎÈÓÒÓÙ·˜ ·fi 
ÙÈ˜ ·ÏÔ‡ÛÙÂÚÂ˜.
x=10, y=5, ‚=4, ·=29, Á=35, ˆ=77

·) x=3, ‚) x=5, Á) x=8, x=
˘=3,5
‰=97
x=2
·=5, ‚=12, Á=15, x=8
·) ��α<·<·2, ‚) ��α>·>·2 

¶·Ú·ÙËÚÔ‡ÌÂ fiÙÈ: ��·��‚ = ��·�‚.

¶·Ú·ÙËÚÔ‡ÌÂ fiÙÈ: =��.

¶·Ú·ÙËÚÔ‡ÌÂ fiÙÈ: ��·+��‚ ≠ ��·+‚.
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·
‚

��·
��‚
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2
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2
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51,5

±± ±±x–8,5
x4x

· ‚    ��· ��‚ ��
4  16    2      4  

25   36   5      6   5
6

5
6

1
2

1
2

·
‚

��·
��‚

· ‚ ��· ��‚ ��·+��‚ ��·+‚

9 16 3 4 7 5

64 36 8 6 14 10

· ‚ ��· ��‚ ��·��‚ ��·‚

9 4 3 2 6 6

36 49 6 7 42 42



2.2 ÕÚÚËÙÔÈ ·ÚÈıÌÔ› 
¶Ú·ÁÌ·ÙÈÎÔ› ·ÚÈıÌÔ›

∂ƒøΔ∏™∂π™ ∫∞Δ∞¡√∏™∏™

·) §, ‚) ™, Á) §, ‰) §, Â) ™, ÛÙ) ™
·) ¢, ‚) ∂, Á) °, ‰) μ

∞™∫∏™∂π™:
·) ¿ÚÚËÙÔ˜, ÚËÙfi˜, ‚) ÚËÙfi˜, ¿ÚÚËÙÔ˜,
Á) ¿ÚÚËÙÔ˜, ÚËÙfi˜, ÚËÙfi˜
·) 1<��2<��3<��5<��7,  ‚) ��2<2<��5<��7,

Á) ��3<1+��3, ‰) ��2<��1+��2
·) 1,73, ‚) 2,23, Á) 2,64, ‰) 2,82
·) x=0, ‚) x=±��5, Á) ·‰‡Ó·ÙË, ‰) x=±��17
·=3,46 cm
·) ·=8,48 cm, ‚) ∂=72cm2

2.3 ¶ÚÔ‚Ï‹Ì·Ù·

∞™∫∏™∂π™:
∂=400 cm2 ∂=151,38 cm2

μÚ›ÛÎÔ˘ÌÂ fiÙÈ ∫§=��5, §ª=��10, ∫ª=��5, ÔfiÙÂ ÙÔ
ÙÚ›ÁˆÓÔ ∫§ª Â›Ó·È ÔÚıÔÁÒÓÈÔ.
μ∂=7,93 cm
∂Ê·ÚÌfi˙ÔÓÙ·˜ ÙÔ ¶˘ı·ÁfiÚÂÈÔ ıÂÒÚËÌ· ˘ÔÏÔÁ›˙Ô˘ÌÂ 
ÙËÓ ÙÚ›ÙË ÏÂ˘Ú¿ ˆ˜ ˘ÔÙÂ›ÓÔ˘Û· (·’ ÂÚ›ÙˆÛË: x=��164=
=12,81) ‹ ˆ˜ Î¿ıÂÙË ÏÂ˘Ú¿ (‚’ ÂÚ›ÙˆÛË: x=6).
·) i) ˘ÔÙÂ›ÓÔ˘Û· ÔÚıÔÁˆÓ›Ô˘ ÈÛÔÛÎÂÏÔ‡˜ ÙÚÈÁÒÓÔ˘ ÌÂ

Î¿ıÂÙÂ˜ ÏÂ˘Ú¤˜ 1 cm,
ii) ˘ÔÙÂ›ÓÔ˘Û· ÔÚıÔÁˆÓ›Ô˘ ÙÚÈÁÒÓÔ˘ ÌÂ Î¿ıÂÙÂ˜

ÏÂ˘Ú¤˜ 1 cm Î·È 2 cm,
iii) ˘ÔÙÂ›ÓÔ˘Û· ÔÚıÔÁˆÓ›Ô˘ ÙÚÈÁÒÓÔ˘ ÌÂ Î¿ıÂÙÂ˜

ÏÂ˘Ú¤˜ 2 cm Î·È 3 cm.
‚) ÃÚËÛÈÌÔÔÈÔ‡ÌÂ Ù· ÙÌ‹Ì·Ù· ÙÔ˘ ÂÚˆÙ‹Ì·ÙÔ˜ (·).
2,5196 m 5 ‚¤ÏË
√ Ô‰ËÁfi˜ ÌÔÚÂ› Ó· Î¿ÓÂÈ ·Ó·ÛÙÚÔÊ‹.

™˘Ó·ÚÙ‹ÛÂÈ˜

3.1 ∏ ¤ÓÓÔÈ· ÙË˜ Û˘Ó¿ÚÙËÛË˜

∂ƒøΔ∏™∂π™ ∫∞Δ∞¡√∏™∏™

‚  Á  Á  ‚ (·) ± ii), (‚) ± i), (Á) ± iii)

∞™∫∏™∂π™:

·) x –3 –2 –1 0 2
y –11 –8 –5    –2 4

‚) x –1 0 2    4     5

y –1    – 2

·) x –3 –1 0 2     5
y 10 2     1     5 26

‚) x –3 –2 0 1     3
y –2 –4    –2     2 16

y=1,08x
y=600+0,07x

·) y=30–x, ‚) y=

E=x2 Î·È ¶=4x. EÔÌ¤Óˆ˜:

x    1     2      2,5      5      0,3
E  1     4     6,25    25    0,09
¶   4     8      10      20     1,2

x   2    4  –3    1
y   1    7    –14  –2

·) ™Â 2 ÒÚÂ˜ ı· ¤¯ÂÈ ‰È·Ó‡ÛÂÈ 140 ¯ÈÏÈfiÌÂÙÚ·, ÂÓÒ ÛÂ 5
ËÌ¤ÚÂ˜ ı· ¤¯ÂÈ ‰È·Ó‡ÛÂÈ 8400 ¯ÈÏÈfiÌÂÙÚ·, ‚) s=70t.

3.2 ∫·ÚÙÂÛÈ·Ó¤˜ Û˘ÓÙÂÙ·ÁÌ¤ÓÂ˜
°Ú·ÊÈÎ‹ ·Ú¿ÛÙ·ÛË Û˘Ó¿ÚÙËÛË˜

∂ƒøΔ∏™∂π™ ∫∞Δ∞¡√∏™∏™

∞(2, 3), μ(–2, 3), °(–2, –3), ¢(2, –3)
™ËÌÂ›Ô ™˘Ì/Îfi ˆ˜ ™˘Ì/Îfi ˆ˜ ™˘Ì/Îfi ˆ˜

∞ ÚÔ˜ x�x ÚÔ˜ y�y ÚÔ˜ √

(–2, 3) (–2, –3) (2, 3) (2, –3)

(3, 5)        (3, –5) (–3, 5) (–3, –5)

(–3, 5) (–3, –5) (3, 5) (3, –5)

(–3, –5) (–3, 5) (3, –5) (3, 5)

(3, –5) (3, 5) (–3, –5) (–3, 5)

·) ·) μ, ‚) ¢, Á) μ, ‰) ° 
·) °, ‚) ¢, Á) ¢, ‰) ∞

∞™∫∏™∂π™:
∞(2, 3), μ(4, 0), °(–3, 3), ¢(0, –4), ∂(–4, –2), ∑(5, –3), ∏(–2, 1),
£(–5, 0), π(0, 5)
ø˜ ÚÔ˜ x�x:  A1(–3, –4), B1(2, ).
ø˜ ÚÔ˜ y�y:  A2(3, 4),    B2(–2, – ).
ø˜ ÚÔ˜ √:    A3(3, –4),   B3(–2, ).
·) ∞(1, 3)   μ(–2, –1)   °(–2, 3), ‚) i) A, ii) B,
Á) ∞Ô‰ÂÈÎÓ‡ÂÙ·È ÂÊ·ÚÌfi˙ÔÓÙ·˜ ÙÔ ¶˘ı·ÁfiÚÂÈÔ

ıÂÒÚËÌ·.
·) 5 Î·È 3, ‚) 2 Î·È 3, Á) 4 Î·È 0
·) ��20, ‚) ��32, Á) 5, ‰) 9
17 Ì›ÏÈ· Î·È 2h 7� 30��

‚) 64 cmHg, Á) 0,75 km   ‚) 19ÆC, Á) 1,6 km98
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3.3 ∏ Û˘Ó¿ÚÙËÛË y=·x

∂ƒøΔ∏™∂π™ ∫∞Δ∞¡√∏™∏™

·) x    2    4     6 ‚) °
y    5   10   15       

∏ Â˘ıÂ›· ÙÔ˘ ÚÒÙÔ˘ Û¯‹Ì·ÙÔ˜   (‰)

∞™∫∏™∂π™:
·) x    1    2     5      7    10

y    3    6    15    21    30
‚) y=3x
¢È¤Ú¯ÔÓÙ·È fiÏÂ˜ ·fi ÙÔ O Î·È ·fi Ù· ÛËÌÂ›· (1, 2), (1, 3),
(1, 5) ·ÓÙ›ÛÙÔÈ¯·.
¢È¤Ú¯ÔÓÙ·È Î·È ÔÈ ‰‡Ô ·fi ÙÔ O Î·È ·fi Ù· ÛËÌÂ›· (2, 1),
(2, –1) ·ÓÙ›ÛÙÔÈ¯·.

s=5t.

y=3x.

¢È¤Ú¯ÂÙ·È ·fi ÙÔ O Î·È ÙÔ ÛËÌÂ›Ô (2, 3).

·=–3.

·) y=1,2x,   Á) i) 8,4 €, ii) x=5,83 €.

·) y=1,12x, ‚) 280$,   Á) 223 €.

3.4 ∏ Û˘Ó¿ÚÙËÛË y=·x+‚

∂ƒøΔ∏™∂π™ ∫∞Δ∞¡√∏™∏™

°  Â1 ± y=2x+2,  Â2 ± y=2x,  Â3 ± y=2x–1,

AB ± y=2,  A° ± x=–3,  °¢ ± y=–2,  μ¢ ± x=3
·) μ, ‚) ¢, Á) μ °

∞™∫∏™∂π™:

∏ y= x ‰È¤Ú¯ÂÙ·È ·fi ÙÔ √ Î·È ÙÔ ÛËÌÂ›Ô (2, 1). ªÂ

·Ú¿ÏÏËÏË ÌÂÙ·ÙfiÈÛË ÚÔÎ‡ÙÔ˘Ó ÔÈ ¿ÏÏÂ˜ ‰‡Ô
Â˘ıÂ›Â˜.

·) ∂˘ıÂ›· Ô˘ ‰È¤Ú¯ÂÙ·È ·fi Ù· ÛËÌÂ›· (1, –1) Î·È (0, 2),

‚) ËÌÈÂ˘ıÂ›· ÌÂ ·Ú¯‹ ÙÔ ÛËÌÂ›Ô (0, 2), Á) Â˘ı‡ÁÚ·ÌÌÔ

ÙÌ‹Ì· ÌÂ ¿ÎÚ· Ù· ÛËÌÂ›· (–2, 8) Î·È (5, –13).

y=2x–3

·) ¶˘ı·ÁfiÚÂÈÔ ıÂÒÚËÌ· ÛÙÔ ∞μ°,  ‚) Â·Ï‹ıÂ˘ÛË

y=0,2x+0,5.

(0, –2), (3, 0).

¢È¤Ú¯ÂÙ·È ·fi Ù· ÛËÌÂ›· (1, 1) Î·È (2, 0).

∞(–2, 2), μ(1, 2), °(1, 3), ¢(–2, 3), ∂=3Ù.Ì.

·) y=200x+100.

·) ˆ=20–x, ‚) y=150x,  0�x�20.

3.5 ∏ Û˘Ó¿ÚÙËÛË y=

∂ƒøΔ∏™∂π™ ∫∞Δ∞¡√∏™∏™
·) Î·È Á) ·) §, ‚) §, Á) ™, ‰) ™

· ± y= ,  ‚ ± y= Á ± y= .

∞™∫∏™∂π™:
x    1     2    3    4    6   12
y   12    6    4    3    2    1

·) ˘=5277,78 km/h, ‚) ˘=

·) x    1     2     3   4   6   12   18   36
y   36   18   12   9   6     3     2   1

Δ· x, y Â›Ó·È ·ÓÙÈÛÙÚfiÊˆ˜ ·Ó¿ÏÔÁ·. ‚) y= , x>0.

¶ÂÚÈÁÚ·ÊÈÎ‹ ™Ù·ÙÈÛÙÈÎ‹
4.1 μ·ÛÈÎ¤˜ ¤ÓÓÔÈÂ˜ ÙË˜ ™Ù·ÙÈÛÙÈÎ‹˜:

¶ÏËı˘ÛÌfi˜ - ¢Â›ÁÌ·

∂ƒøΔ∏™∂π™ ∫∞Δ∞¡√∏™∏™

Á)  ‰)  ‚)

∞™∫∏™∂π™:

·) 72, ‚) 30, Á) 20, ‰) 7, Â) 16, ÛÙ) 7 2
·) 12, ‚) 24, Á) 42, ‰) 60, Â) 9, ÛÙ) 50
‚) ·) 15%
°È· ÙÔÓ «∞» Â›Ó·È 45%, ÁÈ· ÙÔÓ «μ» 35% Î·È ÁÈ· ÙÔÓ «°» 20%
·) 60%, ‚) 30%
¶ÏËı˘ÛÌfi˜: ÙÔ Û‡ÓÔÏÔ ÙˆÓ Ô·‰ÒÓ. ¢Â›ÁÌ·: Ù· 1000
¿ÙÔÌ· Ô˘ ÚˆÙ‹ıËÎ·Ó. ΔÔ ‰Â›ÁÌ· ‰ÂÓ Â›Ó·È ·ÍÈfiÔÛÙÔ
ΔÔ ‰Â›ÁÌ· Ú¤ÂÈ Ó· ·ÔÙÂÏÂ›Ù·È ·fi ·ÓıÚÒÔ˘˜ fiÏˆÓ
ÙˆÓ ËÏÈÎÈÒÓ.

4.2 °Ú·ÊÈÎ¤˜ ·Ú·ÛÙ¿ÛÂÈ˜

∂ƒøΔ∏™∂π™ ∫∞Δ∞¡√∏™∏™

1.°, 2.μ, 3.μ, 4.¢, 5.°, 6.μ, 1.∞, 2.μ, 3.μ, 4.°, 5.∞

∞™∫∏™∂π™:

·) 2000 : 80.000, 2001 : 110.000, 2002 : 160.000,
2003 : 130.000. ™˘ÓÔÏÈÎ¿: 480.000, ‚) 33,33%

·) 300 Ì·ıËÙ¤˜, ‚) 24%  ‚) ∞:40, μ:120, °:160, ¢:80
·) 3 Ì·ıËÙ¤˜, 5%   ·) 105Æ
‚) ΔÔ˘Ï¿¯ÈÛÙÔÓ 90� ÌÂÏÂÙ¿ ÙÔ 80% ÙˆÓ ·ÁÔÚÈÒÓ Î·È ÙÔ
84% ÙˆÓ ÎÔÚÈÙÛÈÒÓ. ΔÔ ÔÏ‡ 120� ÌÂÏÂÙ¿ ÙÔ 83% ÙˆÓ
·ÁÔÚÈÒÓ Î·È ÙÔ 76% ÙˆÓ ÎÔÚÈÙÛÈÒÓ.

6

54

32

1

21

9

8

7

6

543

2

1

321
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x

5

380.000
t

4

1

1
x

2
x

3
x

3

21

·
x
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9

8

7

6
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1
2

1
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3

21

9

8
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2
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4.3 ∫·Ù·ÓÔÌ¤˜ Û˘¯ÓÔÙ‹ÙˆÓ Î·È
Û¯ÂÙÈÎÒÓ Û˘¯ÓÔÙ‹ÙˆÓ

∂ƒøΔ∏™∂π™ ∫∞Δ∞¡√∏™∏™

1°, 2∞, 3μ, 4¢, 5∞

∞™∫∏™∂π™:

∞ÚÈıÌfi˜ ·È‰ÈÒÓ ∞ÚÈıÌfi˜ ·Ô˘ÛÈÒÓ

·)

‚) ∞‡ÍËÛË: 2002, 2003. ªÂ›ˆÛË: 2001, 2004

·)

·)

·)

‚) 15 ËÌ¤ÚÂ˜, Á) 51,61 %

·)

‚) 68 %, Á) ∏ ∞μ ÌÂ Û˘¯ÓfiÙËÙ· 12%

·)

‚) 75 %

·) 20.000 ˘ÔÏÔÁÈÛÙ¤˜

‚)

Á) 45 %

4.4 √Ì·‰ÔÔ›ËÛË ·Ú·ÙËÚ‹ÛÂˆÓ

∂ƒøΔ∏™∂π™ ∫∞Δ∞¡√∏™∏™

1μ, 2°, 3¢

0,20,30,250,20,05™¯ÂÙ. Û˘¯ÓfiÙËÙÂ˜
146541™˘¯ÓfiÙËÙÂ˜

16 – 2012 – 168 – 124 – 80 – 4∫Ï¿ÛÂÈ˜2

1

20000™‡ÓÔÏÔ
5000¢
4000°
7000B
4000A

™˘¯ÓfiÙËÙÂ˜M¿ÚÎ· ∏/À

8

100™‡ÓÔÏÔ
8,34
16,73
41,72
251
8,30

™¯ÂÙÈÎ¤˜ Û˘¯ÓfiÙ. (Â› ÙÔÈ˜ %)™ˆÛÙ¤˜ ··ÓÙ‹ÛÂÈ˜7

10025 ™‡ÓÔÏÔ
123AB
246B
4411A
205O

™¯ÂÙÈÎ¤˜ Û˘¯ÓfiÙ.
(Â› ÙÔÈ˜ %)™˘¯ÓfiÙËÙÂ˜OÌ¿‰·

·›Ì·ÙÔ˜
6

10031 ™‡ÓÔÏÔ

6,4527
6,4526
19,3565
16,1354
16,1353
25,8182
6,4521
3,2310

™¯ÂÙÈÎ¤˜ Û˘¯ÓfiÙ.
(Â› ÙÔÈ˜ %)™˘¯ÓfiÙËÙÂ˜∞ÚÈıÌfi˜

ÌËÓ˘Ì¿ÙˆÓ
5

10034™‡ÓÔÏÔ

23,538¡

52,9418π

23,538∏

™¯ÂÙÈÎ¤˜ Û˘¯ÓfiÙ.
(Â› ÙÔÈ˜ %)™˘¯ÓfiÙËÙÂ˜AÔÙÂÏ¤ÛÌ·Ù·4

10010™‡ÓÔÏÔ

3032

4041

3030

™¯ÂÙÈÎ¤˜ Û˘¯ÓfiÙ.
(Â› ÙÔÈ˜ %)™˘¯ÓfiÙËÙÂ˜∞ÚÈıÌfi˜

ÚÔ˚fiÓÙˆÓ
3

2.000                  100™‡ÓÔÏÔ
204002004
255002003

22,54502002
12,52502001
204002000

™¯ÂÙÈÎ¤˜ Û˘¯ÓfiÙ.
(Â› ÙÔÈ˜ %)™˘¯ÓfiÙËÙÂ˜ŒÙÔ˜2

100%™‡ÓÔÏÔ 40
2,5%1

10%4100%™‡ÓÔÏÔ 40
15%610%4

15%620%8

30%1235%14

20%825%10

7,5%310%4

™¯ÂÙÈÎ‹ Û˘¯ÓfiÙ.™˘¯ÓfiÙËÙ·™¯ÂÙÈÎ‹ Û˘¯ÓfiÙ.™˘¯ÓfiÙËÙ·

1

100™‡ÓÔÏÔ: 200
1530
3570
1020
1530
510
2040

™¯ÂÙÈÎ¤˜ Û˘¯ÓfiÙ. (Â› ÙÔÈ˜ %)™˘¯ÓfiÙËÙÂ˜2

1
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∞™∫∏™∂π™:

·) ∏ Û˘¯ÓfiÙËÙ· Ô˘ ÏÂ›ÂÈ Â›Ó·È 24

·)

·)

·)

√È Û˘¯ÓfiÙËÙÂ˜ ÁÈ· ÙËÓ Î¿ıÂ ÎÏ¿ÛË Â›Ó·È 28, 32, 12, 8
·ÓÙ›ÛÙÔÈ¯·.

4.5 ª¤ÛË ÙÈÌ‹ - ¢È¿ÌÂÛÔ˜

∂ƒøΔ∏™∂π™ ∫∞Δ∞¡√∏™∏™

¢ °  μ  ·) ·, ‚) °, Á) ¢
¢  

∞™∫∏™∂π™:

·) �x=7, ‚) �x=5,5, Á) �x=– , ‰) �x=

·) ‰=1,5, ‚) ‰=2, Á) ‰=101, ‰) ‰=–1

·) �xΑ=17,9,  xΒ=18,6, ‚) √ Ì·ıËÙ‹  ̃μ,  Á) ‰∞=18, ‰μ=19

·) �x=199,9, ‚) ‰=200, Á) �x�=200,58

·)

‚) �x = 14, ‰ = 14

·)

‚) �x=4,4

�x=24,72

·) i) ii) M= 49,9

‚) i)

ii) M�= 50,4.
iii) H ÙÈÌ‹ ª.

20™‡ÓÔÏÔ
353 – 55
551 – 53
749 – 51
347 – 49
245 – 47

™˘¯ÓfiÙËÙÂ˜TÈÌ¤˜

20™‡ÓÔÏÔ
254
153
352
251
350
449
148
247
146
145

™˘¯ÓfiÙËÙÂ˜TÈÌ¤˜8

7

100200™‡ÓÔÏÔ

51010 – 12
5108 – 10
15306 – 8
30604 – 6
20402 – 4
25500 – 2

™¯ÂÙ. ™˘¯ÓfiÙËÙÂ˜ %™˘¯ÓfiÙËÙÂ˜∏ÏÈÎ›· ·È‰ÈÒÓ6

10030™‡ÓÔÏÔ

10318
6,66217
20616
30914

16,67512
16,67510

™¯ÂÙ. ™˘¯ÓfiÙËÙÂ˜ %™˘¯ÓfiÙËÙÂ˜£ÂÚÌÔÎÚ·Û›·5

4

3

2

12
350

4
7

1

5

4321

5

30™‡ÓÔÏÔ
4280 – 300
7260 – 280
7240 – 260
4220 – 240
8200 – 220

™˘¯ÓfiÙËÙÂ˜∫Ï¿ÛÂÈ˜4

30™‡ÓÔÏÔ
816 – 20
1212 – 16
48 – 12
54 – 8
10 – 4

™˘¯ÓfiÙËÙÂ˜∫Ï¿ÛÂÈ˜3

50™‡ÓÔÏÔ
48 – 10
86 – 8
154 – 6
152 – 4
80 – 2

™˘¯ÓfiÙËÙÂ˜∫Ï¿ÛÂÈ˜2

1
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∂Ì‚·‰¿ Â›Â‰ˆÓ Û¯ËÌ¿ÙˆÓ
¶˘ı·ÁfiÚÂÈÔ ıÂÒÚËÌ·

1.1 ∂Ì‚·‰fiÓ Â›Â‰Ë˜ ÂÈÊ¿ÓÂÈ·˜

∞™∫∏™∂π™:

ΔÔ Û¯‹Ì· ∞.
∫·È Ù· ÙÚ›· ¤¯Ô˘Ó ÂÌ‚·‰fiÓ 39.
·)

1.2 ªÔÓ¿‰Â˜ Ì¤ÙÚËÛË˜ ÂÈÊ·ÓÂÈÒÓ

∂ƒøΔ∏™∂π™ ∫∞Δ∞¡√∏™∏™

1°    2¢    3¢    4∞    5μ    6∞
1∞    2μ    3°    4μ   5° 6∞    7μ    8∞    9μ   10°

∞™∫∏™∂π™:

32 cm2=0,0032 m2 312 cm2=0,0312 m2

127km2=127.000 m2 710 dm2=7,1 m2

12720 mm2=0,01272 m2 212 dm2=2,12 m2

1280 mm2=0,00128 m2 79 km2=79.000.000 m2

12 m2=120.000 cm2 175 dm2=17.500 cm2

456 m2=4.560.000 cm2 136 m2=1.360.000 cm2

3 km2=30.000.000.000 cm2 1750 mm2=17,5 cm2

256 km2=2.560.000.000.000 cm2

12 km2=12.000.000.000.000 mm2

431 m2=431.000.000 mm2

17 dm2=170.000 mm2

236 cm2=23.600 mm2

7233 mm2=0,000000007233 km2

4321 cm2=0,0000004321 km2

6322 dm2=0,00006322 km2

14632 mm2=0,000000014632 km2

560 m2=0,00056 km2

·) 13850 mm2=0,013850 m2

670 cm2=0,067 m2

13,7 dm2=0,137 m2

13850 mm2<670 cm2<13,7 dm2<0,23 m2<0,48 m2

‚) 32 dm2=0,32 m2

23270 mm2=0,02327 m2

1356 cm2=0,1356 m2

23270 mm2<1356 cm2<32 dm2<1,23 m2

·) m2,  ‚) km2,  Á) ÛÙÚ¤ÌÌ·, ‰) cm2,  Â) cm2

1.3 ∂Ì‚·‰¿ Â›Â‰ˆÓ Û¯ËÌ¿ÙˆÓ

∂ƒøΔ∏™∂π™ ∫∞Δ∞¡√∏™∏™

1°,  2°,  3μ,  4∞,  5°,  6μ,  7∞,  8μ

1°,  2°,  3∞,  4∞,  5∞, 6°,  7μ,  8∞,  9°,  10∞, 11°

∞™∫∏™∂π™:

∂=225 cm2

∂=12.600 cm2

ÀÔÏÔÁ›˙Ô˘ÌÂ ÙÔ ÂÌ‚·‰fiÓ ÙÔ˘ ÚÔ˙ Û¯‹Ì·ÙÔ˜ Î·È ÙÔ

ÂÌ‚·‰fiÓ ÙÔ˘ Î›ÙÚÈÓÔ˘ Û¯‹Ì·ÙÔ˜, Ù· ÔÔ›· Â›Ó·È ›Û·

ÌÂ 48   .

·) ¶·Ú·ÙËÚÔ‡ÌÂ ÙÈ˜ ‰È·ÛÙ¿ÛÂÈ˜ ÙÔ˘ ÙÚÈÁÒÓÔ˘ ∞∂¢.

‚) ™˘ÁÎÚ›ÓÔ˘ÌÂ Ù· ÂÌ‚·‰¿ ÙˆÓ ÙÚÈÁÒÓˆÓ ÌÂ ÙÔ

ÂÌ‚·‰fiÓ ÙÔ˘ ÙÂÙÚ·ÁÒÓÔ˘.

∂›Ó·È  ∂1=∂2=x2+3x.

∂=64 cm2

ΔÔ ÎfiÛÙÔ˜ ı· Â›Ó·È 11.477,76 €.

™˘ÁÎÚ›ÓÔ˘ÌÂ ÙÈ˜ ‰È·ÛÙ¿ÛÂÈ˜ ÙˆÓ ÙÚÈÁÒÓˆÓ ÌÂ ÙÈ˜ ‰È·-

ÛÙ¿ÛÂÈ˜ ÙˆÓ ÔÚıÔÁˆÓ›ˆÓ.

·) √È ÏÂ˘Ú¤˜ ÙˆÓ ÙÚÈÁÒÓˆÓ Â›Ó·È 18 m Î·È (30–x) m,

‚) x=6 m.

·) ™˘ÁÎÚ›ÓÔ˘ÌÂ Ù· ÂÌ‚·‰¿ ÙˆÓ ÙÚÈÁÒÓˆÓ ÌÂ ÙÔ ÂÌ‚·-

‰fiÓ ÙÔ˘ ÙÂÙÚ·ÁÒÓÔ˘.

‚) ™˘ÁÎÚ›ÓÔ˘ÌÂ Ù· (ª¢μ), (¢¡μ) ÌÂ Ù· (ª∞μ), (¡°μ)

·ÓÙ›ÛÙÔÈ¯·.

∂1=15 cm2 ∂2=12 cm2 ∂3=7,5 cm2

∂4=16 cm2 ∂5=16 cm2 ∂6=15 cm2

∂7=9 cm2 ∂8=16 cm2 ∂9=18,5 cm2

∂10=10 cm2 ∂11=11 cm2 ∂12=22 cm2

(∞μ°¢)=22,5 cm2

x=10 cm,  x=6 cm,  x=10 cm,  x=6 cm.

E=60 cm2,  E=34 cm2,  E=32 cm2,

E=24 cm2,  E=81 cm2,  E=12,5 cm2.

14

13

12

11

10

9

8

7

6

5

4

3

2

1

2

1

6

5

4

3

2

1

2

1

3

2

1
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∂=169 Ù.Ì.

·) ∂Û·Ï=34 m2 ∂ÎÔ˘˙=12 m2 ∂ÁÚ·Ê=9 m2

∂wc=4,5 m2 ∂˘Ó1=12 m2 ∂Ì·Ï=7,5 m2

∂˘Ó2=10 m2

‚) ∂‰È·‰=10,5 m2,  Á) ∂‚ÂÚ=49 m2

·) 56800 €,  ‚) 1136 ÎÏ‹Ì·Ù·

1.4 ¶˘ı·ÁfiÚÂÈÔ ıÂÒÚËÌ·

∂ƒøΔ∏™∂π™ ∫∞Δ∞¡√∏™∏™

°  μ  °  ∞

∞™∫∏™∂π™:

∂1=16 m2, E2=6,76 m2, E3=0,36 m2.

∂Ê·ÚÌfi˙Ô˘ÌÂ ÙÔ ¶˘ı·ÁfiÚÂÈÔ ıÂÒÚËÌ·.
·) ∂Ê·ÚÌfi˙Ô˘ÌÂ ÙÔ ¶˘ı·ÁfiÚÂÈÔ ıÂÒÚËÌ· ÁÈ· ÙËÓ

ÙÚÈ¿‰· 6 cm, 8 cm, 10 cm.
‚) ∂Ê·ÚÌfi˙Ô˘ÌÂ ÙÔ ¶˘ı·ÁfiÚÂÈÔ ıÂÒÚËÌ· ÁÈ· ÙÈ˜

ÙÚÈ¿‰Â˜ 12 cm, 16 cm, 20 cm Î·È  3 cm, 4 cm, 5 cm.
∂=64 dm2

∂=5,41 m2

∞Ô‰ÂÈÎÓ‡Ô˘ÌÂ fiÙÈ Ë ÁˆÓ›· 
∧

Α Â›Ó·È ÔÚı‹ ÌÂ ÂÊ·ÚÌÔÁ‹
ÙÔ˘ ¶˘ı·ÁfiÚÂÈÔ˘ ıÂˆÚ‹Ì·ÙÔ˜.
¶=40 dm, E=96 dm2

x=4 m.
√È ÙÔÔıÂÛ›Â˜ ∞, ¢.

ΔÚÈÁˆÓÔÌÂÙÚ›· - ¢È·Ó‡ÛÌ·Ù·

2.1 ∂Ê·ÙÔÌ¤ÓË ÔÍÂ›·˜ ÁˆÓ›·˜

∂ƒøΔ∏™∂π™ ∫∞Δ∞¡√∏™∏™

° ·) μ, ‚) ¢

ı ±1, Ê± , ˆ ± , y ±

∞™∫∏™∂π™:

·) x = 6,92 cm  ‚) x = 11,9 cm
Á) x = 16,64 cm  ‰) x = 10 cm
∂ÚÁ·˙fiÌ·ÛÙÂ fiˆ˜ ÛÙËÓ ÂÊ·ÚÌÔÁ‹ 2.
Œ¯Ô˘ÌÂ fiÙÈ: ∞° = 6,93 cm, μ° = 8 m, 

∧

Β= 60Æ,
ÂÌ‚·‰fiÓ ∂ = 13,86 cm2 Î·È ˘ = 0,87 cm
(ÙÔ ‡„Ô˜ ·fi ÙÔ ∞).
∏ ·fiÛÙ·ÛË Â›Ó·È 34,93 m.
h = 10,74 m.
√ ¯·ÚÙ·ÂÙfi˜ ‚Ú›ÛÎÂÙ·È ÛÂ ‡„Ô˜ 102,67 m.

·) B¢ = (90–x) cm,  ‚) ÂÊı = ,  Á) ÂÊı = .

‰) Δ· ÎÏ¿ÛÌ·Ù· ÙˆÓ ÂÚˆÙËÌ¿ÙˆÓ (‚) Î·È (Á) Â›Ó·È ›Û·
ÁÈ· x = 52,5 cm.

2.2 HÌ›ÙÔÓÔ Î·È Û˘ÓËÌ›ÙÔÓÔ ÔÍÂ›·˜
ÁˆÓ›·˜

∂ƒøΔ∏™∂π™ ∫∞Δ∞¡√∏™∏™

·) ° ‚) μ    Á) ¢    ‰) °

μ   μ   ∞   ‰)  Î·È  ÛÙ)
·) ™, ‚) ™, Á) §, ‰) §, Â) ™,  
ÛÙ) ™, ˙) ™, Ë) §, ı) ™

·) ¢∞μ,  Û˘Ó∞
∧

¢μ =  ‚) ∞μ°,  ËÌ∞
∧

μ°= 

Á) ∞∂°,  Û˘Ó∞
∧

∂° = .

∞™∫∏™∂π™:

·) ËÌ
∧

Α =  , Û˘Ó
∧

Α =  , ËÌ
∧

Γ =  , Û˘Ó
∧

Γ = 

‚) ËÌ
∧

Α = 0,94, Û˘Ó
∧

Α = 0,35,  ËÌ
∧

Γ =0,35, Û˘Ó
∧

Γ = 0,94
Á) ËÌ

∧

Β = 0,79, Û˘Ó
∧

Β = 0,61,  ËÌ
∧

Γ =0,61, Û˘Ó
∧

Γ = 0,79

ËÌˆ = .

ÃÚËÛÈÌÔÔÈÔ‡ÌÂ ÙÈ˜ ·ÓÈÛfiÙËÙÂ˜ ËÌˆ < 1 Î·È Û˘Óˆ < 1.

√¢ = 15 m, A° = 6 m, μ¢ = 9 m.

2.3 MÂÙ·‚ÔÏ¤˜ ËÌÈÙfiÓÔ˘, Û˘ÓËÌÈÙfiÓÔ˘
Î·È ÂÊ·ÙÔÌ¤ÓË˜

∂ƒøΔ∏™∂π™ ∫∞Δ∞¡√∏™∏™

·) ° ‚) °

·) ™ ‚) § Á) ™ ‰) § Â) § ÛÙ) ™

∞™∫∏™∂π™:
·) x = 7,04 cm ‚) x = 2,67 cm Á) x = 4,2 cm
·) x = 11,01 cm ‚) x = 5,74 cm Á) x = 4,77 cm
‰) x = 4,93 cm Â) x = 5,96 cm.
Δ· Ì‹ÎË ÙˆÓ Û˘ÚÌ·ÙfiÛ¯ÔÈÓˆÓ Ô˘ ·ÓÙÈÛÙÔÈ¯Ô‡Ó ÛÙÈ˜
ÁˆÓ›Â˜ 55Æ Î·È 70Æ Â›Ó·È 9,77 m Î·È 8,51 m ·ÓÙ›ÛÙÔÈ¯·.
∞° = 10 m, ∞μ = 9,74 m
·) ËÌ56Æ  > ËÌ37Æ   > ËÌ20Æ   > ËÌ16Æ 
‚) Û˘Ó20Æ> Û˘Ó25Æ > Û˘Ó28Æ > Û˘Ó36Æ  
Á) ÂÊ89Æ  > ÂÊ51Æ  > ÂÊ22Æ   > ÂÊ18Æ
∞B = 1,55 m, °¢ = 1,2 m
∞∏ = 19,56 m, ∞ª = 36,9 m

°™ =  6371
Û˘Ó89,05Æ

8

7

6

5

4

3

2

1

2

1

4

3

4
5

2

4
5

3
5

3
5

4
5

1

∞∂
∂°

∞°
μ°

∞¢
¢μ

7

6

5432

1

35
x

25
90–x

7

6

5

4

3

2

1

5
3

3
2

5
2

3

21
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9

8

7

6

5

4

3

2

1

4321

17

16
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2.4 √È ÙÚÈÁˆÓÔÌÂÙÚÈÎÔ› ·ÚÈıÌÔ› ÙˆÓ 
ÁˆÓÈÒÓ 30Æ, 45Æ, Î·È 60Æ

∂ƒøΔ∏™∂π™ ∫∞Δ∞¡√∏™∏™

·) ±i), ‚) ±iii), Á) ±i),

‰) ±v), Â) ±iii), ÛÙ) ±v)

μ
·) §, ‚) ™, Á) ™, ‰) ™, Â) ™ ∞

∞™∫∏™∂π™:

·) · =  ‚ = 

·) ‚ = 7 cm · = 7��2 cm
·) ∂Ê·ÚÌfi˙ÔÓÙ·˜ ÙÔ ¶˘ı·ÁfiÚÂÈÔ ıÂÒÚËÌ· ·Ô-

‰ÂÈÎÓ‡Ô˘ÌÂ fiÙÈ ÙÔ ÙÚ›ÁˆÓÔ Â›Ó·È ÔÚıÔÁÒÓÈÔ ÛÙÔ μ.

‚) ËÌ
∧

Α =  Û˘Ó
∧

Α =  

∂ÎÙÂÏÔ‡ÌÂ ÙÈ˜ Ú¿ÍÂÈ˜ ÌÂÙ¿ ·fi ·ÓÙÈÎ·Ù¿ÛÙ·ÛË ÙˆÓ
ÙÚÈÁˆÓÔÌÂÙÚÈÎÒÓ ·ÚÈıÌÒÓ.

·)∞ =  ‚) ∞ =  Á) ∞ = 1

¶μ = 2598 m

AB = 4��2 m, ∞¢ = m 

∞μ + μ° + °¢ = 3��2 + 6 + 2��3 m
·)ı = 30Æ ‚) ∞∂ = 4��3 m Á) ∂¢ = 9,1 m
¶ = 18 + 4��3  
°¢ = 7 + 3��2   
¶ÚÒÙÔ ı· Êı¿ÛÂÈ ÙÔ ÛÔ˘ÚÁ›ÙÈ ·fi ÙÔ μ. 
15,98 m

2.5 H ¤ÓÓÔÈ· ÙÔ˘ ‰È·Ó‡ÛÌ·ÙÔ˜

∂ƒøΔ∏™∂π™ ∫∞Δ∞¡√∏™∏™

·) ™, ‚) §, Á) §, ‰) §, Â) § 

·) ™, ‚) ™, Á) §, ‰) §, Â) § 

·) ∞μ
±

= ∂¢
±

= √°
±

= ∑√
±

‚) ∞∑
±

= μ√
±

= °¢
±

= √∂
±

Á) �μ°
±� = �∂∑

±� = �∂√
± � = �∂¢

±�
‰)

∞™∫∏™∂π™:

ÿÛ·: ∞μ
±

= ∂¢
±

, μ°
±

= ∑∂
±

, °¢
±

= ∞∑
±

∞ÓÙ›ıÂÙ·: ∞μ
±

Î·È  ¢∂
±

, μ°
±

Î·È ∂∑
±

, °¢
±

Î·È ∑∞
±

ÿÛ·: ı
±

, ˙
±

∞ÓÙ›ıÂÙ·: Ï
±

,Â
±

¢ÂÓ Â›Ó·È ›Û·.

·) �·±� = �‰
±

� ,  �Á±� = �Â±� = �˙
±

� Î·È � i
±

� = �Î
±�

‚) Á
±

, ˙
±

, Á) È
±

, Î
±

�·±� = ��10 cm,   �‚
±

� = ��2 cm,  �Á±� = 4 cm,   �‰
±

�= 5 cm

¶·Ú·ÙËÚÔ‡ÌÂ fiÙÈ ÙÔ ∞μ°¢ Â›Ó·È ·Ú·ÏÏËÏfiÁÚ·ÌÌÔ.

·) (F1
±

,  F3
±

,  F5
±

) Î·È (F2
±

,  F4
±

,  B
±

)

‚) (F3
±

,  F1
±

), (F5
±

,  F1
±

), (F4
±

,  F2
±

), (
±
μ ,  F2

±
),

Á) F4
±

,  F2
±

‰) F3
±

,  F5
±

2.6. ÕıÚÔÈÛÌ· Î·È ‰È·ÊÔÚ¿ ‰È·Ó˘ÛÌ¿ÙˆÓ

∂ƒøΔ∏™∂π™ ∫∞Δ∞¡√∏™∏™

·) °,  ‚) μ,  Á) °,  ‰) μ,  Â) ∞

·) ∞μ
±

+ B¢
±

= ∞¢
±

, ‚) μ°
±

= B¢
±

+ ¢°
±

,

Á) °μ
±

– °∞
±

= ∞μ
±

, ‰) ∞°
±

= ∞μ
±

+ B¢
±

+ ¢°
±

μ ·) ¢,   ‚) °,  Á) ∞,   ‰) μ

∞™∫∏™∂π™:

∂Ê·ÚÌfi˙Ô˘ÌÂ ÙË Ì¤ıÔ‰Ô ÙÔ˘ ÔÏ˘ÁÒÓÔ˘ ‹ ÙÔ˘
·Ú·ÏÏËÏÔÁÚ¿ÌÌÔ˘.
·) ∞¢

±
, ‚) 0±, Á) ¢°

±

·) ∞°
±

, ‚) B¢
±

, Á) ¢°
±

·) ∞√
±

, ‚) √°
±

, Á) ∞√
±

, ‰) √°
±

∂›Ó·È ›ÛÂ˜ ÔÈ ‰È·ÊÔÚ¤˜ ·), Á) Î·È ‚) ‰).
·) ∞°

±
, ‚) ∂μ

±
, Á) ∞°

±
, ‰) ∞¢

±

ÃÚËÛÈÌÔÔÈÔ‡ÌÂ ÙËÓ ÈÛfiÙËÙ· °ª
±

= ªμ
± 

·ÊÔ‡ ÙÔ ª
Â›Ó·È Ì¤ÛÔ ÙÔ˘ °μ.
ÃÚËÛÈÌÔÔÈÔ‡ÌÂ ÙÈ˜ ÈÛfiÙËÙÂ˜ ¡°

±
= –¡¢

± 
Î·È ∞ª

±
= –μª

±
.

2.7. ∞Ó¿Ï˘ÛË ‰È·Ó‡ÛÌ·ÙÔ˜ ÛÂ ‰‡Ô
Î¿ıÂÙÂ˜ Û˘ÓÈÛÙÒÛÂ˜

∂ƒøΔ∏™∂π™ ∫∞Δ∞¡√∏™∏™

·)μ,   ‚) °, Á) ∞

° μ

∞™∫∏™∂π™:

� μ2
±�=135��2 ¡ � F

±� = 15000��3 ¡

� μ1
±�= � μ2

±� = 100��2 ¡ � μ1
±�=400¡54

32

32

1

10

8

5

4

3

2

1

43

2

1

7

6

5

4

3

2

1

4

3

2

1

12

11

10

9

8

7

16��3
3

6

5

2–��2
2

1–��3
2

4

3

12
13

5
13

2

10���3
6

10��3
3

1

43

2

1
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ª¤ÙÚËÛË Î‡ÎÏÔ˘

3.1. ∂ÁÁÂÁÚ·ÌÌ¤ÓÂ˜ ÁˆÓ›Â˜

∂ƒøΔ∏™∂π™ ∫∞Δ∞¡√∏™∏™

∂ÁÁÂÁÚ·ÌÌ¤ÓÂ˜: ·, Ë ∂›ÎÂÓÙÚÂ˜: Á, Â, ı

·)μ,  ‚) ∞

·) ∞,  ‚) μ,  Á) μ, ‰) °

° ·)°,  ‚) °, Á) μ, ‰) °

∞™∫∏™∂π™:

·) Ê = 110Æ, ˆ = 250Æ ‚) Ê = 30Æ, ˆ = 40Æ
Á) Ê = 30Æ, ˆ = 60Æ

∞
∧

Μμ = 135Æ �
ΜN=95Æ Ê = 30Æ

�
AB = 180Æ, �

ΔΒ = 45Æ, �
ΒΓ = 135Æ,  �

ΑΓ = 45Æ
∧

∞ = 30Æ,
∧

μ = 60Æ, μ° = 3 cm,   ∞° = 3���3 cm.

x = 65Æ, y = 80Æ

∞
∧

= 120Æ, 
∧

μ = 50Æ,  
∧

° = 60Æ,  
∧

¢ = 130Æ

Ê = 60Æ

3.2 ∫·ÓÔÓÈÎ¿ ÔÏ‡ÁˆÓ·

∂ƒøΔ∏™∂π™ ∫∞Δ∞¡√∏™∏™

·)° ‚) μ Á) μ ‰) μ Â) °

·)° ‚) ∞ Á) ∞

·)μ ‚) μ Á) ° ‰) μ Â) μ ÛÙ) ∞

∞™∫∏™∂π™:
Ï‹ıÔ˜ ÁˆÓ›·         ÎÂÓÙÚÈÎ‹
ÏÂ˘ÚÒÓ Î·ÓÔÓÈÎÔ‡ ÁˆÓ›·

ÔÏ˘ÁÒÓÔ˘
3 60Æ 120Æ
5 108Æ 72Æ
6 120Æ 60Æ

10 144Æ 36Æ

ÎÂÓÙÚÈÎ‹ ÁˆÓ›·
ÁˆÓ›· Î·ÓÔÓÈÎÔ‡

ÔÏ˘ÁÒÓÔ˘
15Æ 165Æ
30Æ 150Æ
72Æ 108Æ
20Æ 160Æ

Ó = 10 ˆ = 60Æ, Ê = 120Æ Ó = 12 

·) ‰ÂÓ ˘¿Ú¯ÂÈ, ‚) ‰ÂÓ ˘¿Ú¯ÂÈ. 

∂ÚÁ·˙fiÌ·ÛÙÂ fiˆ˜ ÛÙËÓ ÂÊ·ÚÌÔÁ‹ 2.

ΔÔ ÙÂÙÚ¿ÁˆÓÔ ¤¯ÂÈ ÁˆÓ›· ›ÛË ÌÂ ÙËÓ ÎÂÓÙÚÈÎ‹ ÙÔ˘ ÁˆÓ›·.

∞Ô‰ÂÈÎÓ‡Ô˘ÌÂ fiÙÈ fiÏÂ˜ ÔÈ ÏÂ˘Ú¤˜ Â›Ó·È ›ÛÂ˜ ÌÂ ∫§,

fiÔ˘ ∫§ = ∞μ Î·È ˘ÔÏÔÁ›˙Ô˘ÌÂ ÙÈ˜ ÁˆÓ›Â˜.

3.3. ª‹ÎÔ˜ Î‡ÎÏÔ˘

∂ƒøΔ∏™∂π™ ∫∞Δ∞¡√∏™∏™

AÎÙ›Ó· Ú 5 6 4 3 2 9 

M‹ÎÔ˜ 31,4 37,68 25,12 18,84 12,56 56,52
Î‡ÎÏÔ˘ L

B

OÈ ÏfiÁÔÈ Â›Ó·È:  = ,   = ,   = 3.

=  ,   =  ,   =    

∞™∫∏™∂π™:

∏ ‰È·ÊÔÚ¿ Â›Ó·È  . 

Ú = 0,56 m ·) 2,5 cm ‚)5 
·) 2 ÚÔ˜ 1  ‚) 2 ÚÔ˜ 1 188,4 cm
4 ÛÙÚÔÊ¤˜   318,47 ÛÙÚÔÊ¤˜  6.369,43 km

3.4 M‹ÎÔ˜ ÙfiÍÔ˘

∂ƒøΔ∏™∂π™ ∫∞Δ∞¡√∏™∏™

90Æ± , 60Æ± , 180Æ±  

270Æ± , 45Æ± , 360Æ± 2 

∞

ΔfiÍÔ ÛÂ ÌÔ›ÚÂ˜ 30Æ 90Æ 135Æ 225Æ 100Æ 210Æ 60Æ 270Æ

ΔfiÍÔ ÛÂ ·ÎÙ›ÓÈ· 

∞™∫∏™∂π™:

ΔfiÍÔ ÛÂ ÌÔ›ÚÂ˜  60Æ 15Æ   120Æ   270Æ  180Æ        

ΔfiÍÔ ÛÂ ·ÎÙ›ÓÈ· 

� = 4 � = 15,7 cm � = 15,7 cm

Ú = 20 cm
E›Ó·È ›Û· ÌfiÓÔ ·Ó Â›Ó·È ÙfiÍ· ÙÔ˘ ›‰ÈÔ˘ ‹ ›ÛˆÓ Î‡ÎÏˆÓ.

�∞μ =  cm, �°¢ =  cm, �∑∂ =  cm

2

3
8


4

7

6

5

432

3
2

2
3


12


3

1

3
2


3

7
6

5
9

5
4

3
4


2


6

3

2


4

3
2


3


2

1

876

54

32

10


1

L3

6Ú
L2

4Ú
L1

2Ú

L3

L1

2
3

L2

L3

1
2

L1

L2

3

2

1

8

7

6

5

432

1

3

2

1

9

8

7

6

5

432

1

54

3

2

1
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3.5 ∂Ì‚·‰fiÓ Î˘ÎÏÈÎÔ‡ ÙfiÍÔ˘

∂ƒøΔ∏™∂π™ ∫∞Δ∞¡√∏™∏™

μ μ ¢

∞ÎÙ›Ó· Ú Î‡ÎÏÔ˘ 5 cm 3 cm 2,5 cm ��300
EÌ‚·‰fiÓ Î‡ÎÏÔ˘ ∂  78,5cm2   28,26cm2 19,625cm2  942cm2

AÎÙ›Ó· Ú ª‹ÎÔ˜ L EÌ‚·‰fiÓ
1 cm 6,28 cm 3,14 cm2

2 cm 12,56 cm 12,56 cm2

3 cm 18,84 cm 28,26 cm2

4 cm 25,12 cm 50,24 cm2

Ú cm 6,28Ú cm 3,14Ú2 cm2

2Ú cm 12,56Ú cm 12,56Ú2 cm2

3Ú cm 18,84Ú cm 28,26Ú2 cm2

4Ú cm 25,12Ú cm 50,24Ú2 cm2

∞™∫∏™∂π™:

Ú = 10 cm E = 15,7 cm2

L = 31,4 cm, E = 78,5 cm2

∫·Ù·ÛÎÂ˘¿˙Ô˘ÌÂ Î‡ÎÏÔ ÌÂ ·ÎÙ›Ó· Ú = 14,14 cm.
Ú = 1,69 cm E = 0,1256 m2 = 1256 cm2

E = 56,52 cm2 12,56 cm.   

3.6 ∂Ì‚·‰fiÓ Î˘ÎÏÈÎÔ‡ ÙÔÌ¤·

∂ƒøΔ∏™∂π™ ∫∞Δ∞¡√∏™∏™

·ÎÙ›Ó· Î‡ÎÏÔ˘ ÁˆÓ›· Î˘ÎÏÈÎÔ‡ ÙÔÌ¤· ÂÌ‚·‰fiÓ

Ú = 2 cm Ì = 60Æ ∂ =  cm2

Ú = 8 cm Ì = 45Æ ∂ =  8 cm2

Ú = 3 cm Ì = 120Æ ∂ =  3 cm2

Ú = 9 cm, E = 27 cm2

∞ μ ¢ 

∞™∫∏™∂π™:

Ì = 45Æ  Ú = 1,95 m 
∂ = 125,6 cm2 ∂ = 508,68 cm2

∂ = 5,5 cm2   ∂ = 4893 cm2

·) ∂ = 38,88 cm2 ‚) ∂ = 38,88 cm2

Á) ∂ = 50,24 cm2   ‰) ∂ = 13,76 cm2

Â) ∂ = 36,48 cm2

∂=31,35 cm2

°ÂˆÌÂÙÚÈÎ¿ ÛÙÂÚÂ¿
ª¤ÙÚËÛË ÛÙÂÚÂÒÓ
4.1 ∂˘ıÂ›Â˜ Î·È Â›Â‰· ÛÙÔ ¯ÒÚÔ

∂ƒøΔ∏™∂π™ ∫∞Δ∞¡√∏™∏™

™  §  ™  § ™ ™ ™ μ ¢

∞™∫∏™∂π™:

·) ∞μ, ∂∑, ∞¢, ∂£, ‚) ¢°, £∏, ∂∑, Á) ∂∞, ∂£, ∑μ, ∑∏
·) ¶·Ú¿ÏÏËÏÔ Â›Ó·È ÙÔ Â›Â‰Ô Ô˘ ÔÚ›˙ÂÙ·È ·fi ÙÈ˜

Â˘ıÂ›Â˜ °¢, ¢∑, ‚) Δ· Â›Â‰· Ô˘ ÔÚ›˙ÔÓÙ·È ·fi
Ù· ˙Â‡ÁË (∞∂, ∂¢), (∂∏, ∏∑) Î·È (£∏, ∏∑) Ù¤ÌÓÔ˘Ó
ÙÔ p ÛÙÈ˜ ∞∂, ∂∏ Î·È £∏ ·ÓÙ›ÛÙÔÈ¯·.

∞μ = 10,  ∞∏ = 13 cm
·) E›Ó·È Î¿ıÂÙÂ˜ ÛÙ· ÙÂÌÓfiÌÂÓ· ˙Â‡ÁË (¢°, μ°) Î·È 

(¢μ, ∞°) ÛÙ· ÛËÌÂ›· ÙÔÌ‹˜ ÙÔ˘˜ °, ∫ ·ÓÙ›ÛÙÔÈ¯·.
‚) ∫° = 6��2 cm

39 m.

4.2 ™ÙÔÈ¯Â›· Î·È ÂÌ‚·‰fiÓ Ú›ÛÌ·ÙÔ˜
Î·È Î˘Ï›Ó‰ÚÔ˘

∂ƒøΔ∏™∂π™ ∫∞Δ∞¡√∏™∏™

·) °, ‚) μ, Á) μ,   ·) μ, ‚) μ,   ·) °, ‚) °

∞™∫∏™∂π™:

∂ = 112 cm2

6 ÎÈÏ¿ ¯ÚÒÌ·,   ∂ÔÏ = 240 + 8��3 cm2

ÃÚÂÈ¿ÛÙËÎ·Ó 16 m2 ‡Ê·ÛÌ·.

·) ∂ = 94,2 cm2 Î·È ∂ÔÏ = 150,72 cm2

‚) ∂ = 75,36 cm2 Î·È ∂ÔÏ = 100,48 cm2

Á) ∂ = 502,4 cm2 Î·È ∂ÔÏ = 541,65 cm2

‰) ∂ = 502,4 cm2 Î·È ∂ÔÏ = 602,88 cm2

9,61 C9

62,8753,6690,875,36150,72oÏÈÎfi ÂÌ‚·‰fiÓ (cm2)

56,52125,662,850,2494,2ÂÌ‚·‰fiÓ ∂ (cm2)
92145‡„Ô  ̃Î˘Ï›Ó‰ÚÔ  ̆(cm)
1101023·ÎÙ›Ó· ‚¿ÛË  ̃(cm)8

7

6

54

4580804045∂

58445˘
251324Á
22553‚
53232·3

2

514247040EÌ‚·‰fiÓ ∂

102,86105⁄„Ô˜ ˘
0,55478¶ÂÚ›ÌÂÙÚÔ˜ ‚¿ÛË˜1

321

7

6

54

2

1

987654321
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7
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43

21
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2

2
3

1
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4

3

21

5

4
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4.3 ŸÁÎÔ˜ Ú›ÛÌ·ÙÔ˜ Î·È Î˘Ï›Ó‰ÚÔ˘

∂ƒøΔ∏™∂π™ ∫∞Δ∞¡√∏™∏™

∞™∫∏™∂π™:

·) ∂ = 60 cm2 ‚) ∂ÔÏ = 72 cm2 Á) V = 30 cm3

V = 216��3 cm3

AÓÙÈÎ·ıÈÛÙÔ‡ÌÂ Ù· ‰Â‰ÔÌ¤Ó· ÛÙÔÓ Ù‡Ô ÙÔ˘ ∂ÔÏ.

·) ∂‚ = 18 cm2, ÂÚ›ÌÂÙÚÔ˜ = 22 cm
‚) ∞μ = 2 cm, °¢ = 10 cm
Ú = 4,62 cm, V = 1407,45 cm3

·) 120 cm3 ‚) 20000 mm3

28,26 mg ›ÛÛ·˜.

4.4. ∏ ˘Ú·Ì›‰· Î·È Ù· ÛÙÔÈ¯Â›· ÙË˜

∂ƒøΔ∏™∂π™ ∫∞Δ∞¡√∏™∏™

§  ™ ™ § § ™ ° μ °

∞™∫∏™∂π™:

V = 480 cm3

E = 324 cm2

·) ∂ = 144 cm2 ‚) ∂ÔÏ = 225 cm2

· = 11,1 cm
E = 320 cm2,   V = 512 cm3

EÔÏ= 62,28 cm2

∞Ó = τότε = .

V = 1200 cm3

·) ∂ = 162 cm2 ‚) ∂ÔÏ = 255,53 cm2

Á) V= 249,4 cm3

4.5. √ ÎÒÓÔ˜ Î·È Ù· ÛÙÔÈ¯Â›· ÙÔ˘
∂ƒøΔ∏™∂π™ ∫∞Δ∞¡√∏™∏™

§ ™ ™ ™ μ °  ∞

μ ° ∞

∞™∫∏™∂π™:

·) 2m3,   ‚)  4m3,   Á) 8m3

To ÓÂÚfi ‰ÂÓ ı· ÍÂ¯ÂÈÏ›ÛÂÈ.
TÔ˘Ï¿¯ÈÛÙÔÓ 5 m.
VÔÏ = 301,44 cm3, EÔÏ = 241,15 cm2

V = 335 cm3

·) = , β) = 

·) EoÏ = 408,2 cm2, ‚) VÔÏ = 628 cm3

1570 m2 ‡Ê·ÛÌ·.
¶ÂÚ›Ô˘ 60 min.

4.6. H ÛÊ·›Ú· Î·È Ù· ÛÙÔÈ¯Â›· ÙË˜

∂ƒøΔ∏™∂π™ ∫∞Δ∞¡√∏™∏™

™ ™ ™ § ™

° ¢ ° ¢ ¢

∞™∫∏™∂π™:

A.

B.

∂ = 50,24 cm2, V = 33,5 cm3

∂ = 100,48 m2, V = 133,97 m2

MÂ 2, 6, 10 ·ÓÙ›ÛÙÔÈ¯·. 157 ÎÈÏ¿ ¯ÚÒÌ·.
√È Î›ÙÚÈÓÂ˜ Ì¿ÏÂ˜ ¤¯Ô˘Ó ÌÂÁ·Ï‡ÙÂÚË Û˘ÓÔÏÈÎ‹ ÂÈ-
Ê¿ÓÂÈ· Î·È ÌÂÁ·Ï‡ÙÂÚÔ Û˘ÓÔÏÈÎfi fiÁÎÔ.
√ fiÁÎÔ˜ Ô˘ ·ÔÌ¤ÓÂÈ Â›Ó·È 244.053 cm3.
‰ = 50 cm   V = 200,96 cm3.98

7

6

54

3

2

36 m3682,67 dm343,69 dm34000 
3 cm2

4
3 m2V

36 m2256 dm240,96 dm2400 cm24 m2E

3m8dm3,2dm10cm1mÚ

288
4000 

3
32 

3
4
3fiÁÎÔ˜ (cm3)

144400164ÂÌ‚·‰fiÓ ÂÈÊ¿ÓÂÈ·˜ (cm2)

61021·ÎÙ›Ó· ÛÊ·›Ú·˜ (cm)

1

109876

54321

10

9

8

ΑΓ
ΑΒ

V1

V2

ΑΓ
ΑΒ

Ε1

Ε2

7

6

5

4

3

2

169,56135,6188,447,1ÂÌ‚.·Ú¿Ï. ÂÈÊ. (cm2)

252,45167,46301,4437,68fiÁÎÔ˜ (cm3)

910,8105ÁÂÓ¤ÙÂÈÚ· (cm)

6463·ÎÙ›Ó· ‚¿ÛË˜ (cm)

6,71084‡„Ô˜ (cm)1

1098

7654321

10

9

1
3

α1

α2

1
9

V1

V2

8

7

6

5

4

3

2

288256384fiÁÎÔ˜ (cm3)

192202,24240ÂÌ‚. ·Ú.ÂÈÊ.(cm2)

812,6410·fiÛÙËÌ· (cm)

12812ÏÂ˘Ú¿ ‚¿ÛË˜ (cm)

6128‡„Ô˜ (cm)1

987654321

7

6

5

4

3

2

1

128 cm396 cm364 cm332 cm3fiÁÎÔ˜ V
96 cm280 cm264 cm248 cm2oÏÈÎfi ÂÌ‚·‰fiÓ ∂ÔÏ

64 cm248 cm232 cm216 cm2ÂÌ‚·‰fiÓ ·Ú¿Ï. ∂

8 cm6 cm4 cm2 cm‡„Ô˜ Î˘Ï›Ó‰ÚÔ˘3

1207288fiÁÎÔ˜ (cm3)
684‡„Ô˜ (cm)

20922∂Ì‚·‰fiÓ ‚¿ÛË˜ (cm)2

305636fiÁÎÔ˜ (cm3)
673‡„Ô˜ (cm)
5812∂Ì‚·‰fiÓ ‚¿ÛË˜ (cm)1
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°ˆÓ›·
(ÛÂ ÌÔ›ÚÂ )̃

ËÌ›ÙÔÓÔ Û˘ÓËÌ›ÙÔÓÔ ÂÊ·ÙÔÌ¤ÓË °ˆÓ›·
(ÛÂ ÌÔ›ÚÂ )̃

ËÌ›ÙÔÓÔ Û˘ÓËÌ›ÙÔÓÔ ÂÊ·ÙÔÌ¤ÓË

1 0,0175 0,9998 0,0175
2 0,0349 0,9994 0,0349
3 0,0523 0,9986 0,0524
4 0,0698 0,9976 0,0699
5 0,0872 0,9962 0,0875
6 0,1045 0,9945 0,1051
7 0,1219 0,9925 0,1228
8 0,1392 0,9903 0,1405
9 0,1564 0,9877 0,1584
10 0,1736 0,9848 0,1763
11 0,1908 0,9816 0,1944
12 0,2079 0,9781 0,2126
13 0,2250 0,9744 0,2309
14 0,2419 0,9703 0,2493
15 0,2588 0,9659 0,2679
16 0,2756 0,9613 0,2867
17 0,2924 0,9563 0,3057
18 0,3090 0,9511 0,3249
19 0,3256 0,9455 0,3443
20 0,3420 0,9397 0,3640
21 0,3584 0,9336 0,3839
22 0,3746 0,9272 0,4040
23 0,3907 0,9205 0,4245
24 0,4067 0,9135 0,4452
25 0,4226 0,9063 0,4663
26 0,4384 0,8988 0,4877
27 0,4540 0,8910 0,5095
28 0,4695 0,8829 0,5317
29 0,4848 0,8746 0,5543
30 0,5000 0,8660 0,5774
31 0,5150 0,8572 0,6009
32 0,5299 0,8480 0,6249
33 0,5446 0,8387 0,6494
34 0,5592 0,8290 0,6745
35 0,5736 0,8192 0,7002
36 0,5878 0,8090 0,7265
37 0,6018 0,7986 0,7536
38 0,6157 0,7880 0,7813
39 0,6293 0,7771 0,8098
40 0,6428 0,7660 0,8391
41 0,6561 0,7547 0,8693
42 0,6691 0,7431 0,9004
43 0,6820 0,7314 0,9325
44 0,6947 0,7193 0,9657
45 0,7071 0,7071 1,0000

46 0,7193 0,6947 1,0355
47 0,7314 0,6820 1,0724
48 0,7431 0,6691 1,1106
49 0,7547 0,6561 1,1504
50 0,7660 0,6428 1,1918
51 0,7771 0,6293 1,2349
52 0,7880 0,6157 1,2799
53 0,7986 0,6018 1,3270
54 0,8090 0,5878 1,3764
55 0,8192 0,5736 1,4281
56 0,8290 0,5592 1,4826
57 0,8387 0,5446 1,5399
58 0,8480 0,5299 1,6003
59 0,8572 0,5150 1,6643
60 0,8660 0,5000 1,7321
61 0,8746 0,4848 1,8040
62 0,8829 0,4695 1,8807
63 0,8910 0,4540 1,9626
64 0,8988 0,4384 2,0503
65 0,9063 0,4226 2,1445
66 0,9135 0,4067 2,2460
67 0,9205 0,3907 2,3559
68 0,9272 0,3746 2,4751
69 0,9336 0,3584 2,6051
70 0,9397 0,3420 2,7475
71 0,9455 0,3256 2,9042
72 0,9511 0,3090 3,0777
73 0,9563 0,2924 3,2709
74 0,9613 0,2756 3,4874
75 0,9659 0,2588 3,7321
76 0,9703 0,2419 4,0108
77 0,9744 0,2250 4,3315
78 0,9781 0,2079 4,7046
79 0,9816 ,01908 5,1446
80 0,9848 0,1736 5,6713
81 0,9877 0,1564 6,3138
82 0,9903 0,1392 7,1154
83 0,9925 0,1219 8,1443
84 0,9945 0,1045 9,5144
85 0,9962 0,0872 11,4301
86 0,9976 0,2698 14,3007
87 0,9986 0,0523 19,0811
88 0,9994 0,0349 28,6363
89 0,9998 0,0175 57,2900
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ªÂ ·fiÊ·ÛË ÙË˜ ∂ÏÏËÓÈÎ‹˜ ∫˘‚¤ÚÓËÛË˜ Ù· ‰È‰·ÎÙÈÎ¿ ‚È‚Ï›· ÙÔ˘
¢ËÌÔÙÈÎÔ‡, ÙÔ˘ °˘ÌÓ·Û›Ô˘ Î·È ÙÔ˘ §˘ÎÂ›Ô˘ Ù˘ÒÓÔÓÙ·È ·fi ÙÔÓ
√ÚÁ·ÓÈÛÌfi ∂Î‰fiÛÂˆ˜ ¢È‰·ÎÙÈÎÒÓ μÈ‚Ï›ˆÓ Î·È ‰È·Ó¤ÌÔÓÙ·È ‰ˆÚÂ¿Ó ÛÙ·
¢ËÌfiÛÈ· ™¯ÔÏÂ›·. Δ· ‚È‚Ï›· ÌÔÚÂ› Ó· ‰È·Ù›ıÂÓÙ·È ÚÔ˜ ÒÏËÛË, fiÙ·Ó
Ê¤ÚÔ˘Ó ‚È‚ÏÈfiÛËÌÔ ÚÔ˜ ·fi‰ÂÈÍË ÙË˜ ÁÓËÛÈfiÙËÙ¿˜ ÙÔ˘˜. ∫¿ıÂ ·ÓÙ›Ù˘Ô
Ô˘ ‰È·Ù›ıÂÙ·È ÚÔ˜ ÒÏËÛË Î·È ‰Â Ê¤ÚÂÈ ‚È‚ÏÈfiÛËÌÔ, ıÂˆÚÂ›Ù·È
ÎÏÂ„›Ù˘Ô Î·È Ô ·Ú·‚¿ÙË˜ ‰ÈÒÎÂÙ·È Û‡ÌÊˆÓ· ÌÂ ÙÈ˜ ‰È·Ù¿ÍÂÈ˜ ÙÔ˘
¿ÚıÚÔ˘ 7 ÙÔ˘ ¡fiÌÔ˘ 1129 ÙË˜ 15/21 ª·ÚÙ›Ô˘ 1946 (º∂∫ 1946, 108, ∞�).

∞·ÁÔÚÂ‡ÂÙ·È Ë ·Ó··Ú·ÁˆÁ‹ ÔÔÈÔ˘‰‹ÔÙÂ ÙÌ‹Ì·ÙÔ˜ ·˘ÙÔ‡ ÙÔ˘ ‚È‚Ï›Ô˘, Ô˘ Î·Ï‡ÙÂÙ·È
·fi ‰ÈÎ·ÈÒÌ·Ù· (copyright), ‹ Ë ¯Ú‹ÛË ÙÔ˘ ÛÂ ÔÔÈ·‰‹ÔÙÂ ÌÔÚÊ‹, ¯ˆÚ›˜ ÙË ÁÚ·Ù‹ ¿‰ÂÈ·
ÙÔ˘ ¶·È‰·ÁˆÁÈÎÔ‡ πÓÛÙÈÙÔ‡ÙÔ˘.
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