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2.1 Τριγωνομετρικοί αριθμοί
γωνίας ω με 0° � ω � 180°.
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παραπληρωματικών γωνιών.
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Νόμος συνημιτόνων.
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✔ Θυμάμαι πώς ορίζονται οι τριγωνομετρικοί αριθμοί οξείας
γωνίας ορθογωνίου τριγώνου.

✔ Γνωρίζω πώς ορίζονται οι τριγωνομετρικοί αριθμοί γωνίας ω
με 0° � ω � 180°.

✔ Μαθαίνω να υπολογίζω τους τριγωνομετρικούς αριθμούς μιας
γωνίας με τη βοήθεια ενός ορθοκανονικού συστήματος αξόνων.

™Â ¤Ó· ÔÚıÔÎ·ÓÔÓÈÎfi Û‡ÛÙËÌ· ·ÍfiÓˆÓ √xy Ê¤Ú·ÌÂ ÙËÓ
ËÌÈÂ˘ıÂ›· √ª, Ô˘ Û¯ËÌ·Ù›˙ÂÈ ÌÂ ÙÔÓ ËÌÈ¿ÍÔÓ· √x ÁˆÓ›· ˆ.

1. ¡· ÚÔÛ‰ÈÔÚ›ÛÂÙÂ ÙÈ˜ Û˘ÓÙÂÙ·ÁÌ¤ÓÂ˜ ÙÔ˘ ÛËÌÂ›Ô˘ ª Î·È
Ó· ˘ÔÏÔÁ›ÛÂÙÂ ÙËÓ ·fiÛÙ·ÛË ÙÔ˘ ª ·fi ÙËÓ ·Ú¯‹ √.

2. ¡· ‚ÚÂ›ÙÂ ÙÔ˘˜ ÙÚÈÁˆÓÔÌÂÙÚÈÎÔ‡˜ ·ÚÈıÌÔ‡˜ ÙË˜ ÁˆÓ›·˜ ˆ.

™ÙËÓ ÚÔËÁÔ‡ÌÂÓË Ù¿ÍË Ì¿ı·ÌÂ Ò˜ ÔÚ›˙ÔÓÙ·È ÔÈ ÙÚÈÁˆÓÔÌÂÙÚÈÎÔ› ·ÚÈıÌÔ› ÌÈ·˜ ÔÍÂ›·˜
ÁˆÓ›·˜ ÔÚıÔÁˆÓ›Ô˘ ÙÚÈÁÒÓÔ˘, ÙÔ˘ ÔÔ›Ô˘ ÁÓˆÚ›˙Ô˘ÌÂ ÙÈ˜ ÏÂ˘Ú¤˜ ÙÔ˘. ™˘ÁÎÂÎÚÈÌ¤Ó·,
Ì¿ı·ÌÂ fiÙÈ:

ËÌˆ = =

Û˘Óˆ = = 

ÂÊˆ = =

OÈ ÙÚÈÁˆÓÔÌÂÙÚÈÎÔ› ·ÚÈıÌÔ› ÌÈ·˜ ÔÍÂ›·˜ ÁˆÓ›·˜ ÔÚ›˙ÔÓÙ·È Î·È ÌÂ ÙË ‚Ô‹ıÂÈ· ÂÓfi˜ ÔÚıÔÎ·-
ÓÔÓÈÎÔ‡ Û˘ÛÙ‹Ì·ÙÔ˜ ·ÍfiÓˆÓ.
∞Ó Û’ ¤Ó· ÔÚıÔÎ·ÓÔÓÈÎfi Û‡ÛÙËÌ· ·ÍfiÓˆÓ √xy
¿ÚÔ˘ÌÂ ÙÔ ÛËÌÂ›Ô ª(4, 3) Î·È Ê¤ÚÔ˘ÌÂ ª∞ ⊥ x�x Î·È
ªμ ⊥ y�y, ÙfiÙÂ ¤¯Ô˘ÌÂ √∞ = 4 Î·È √μ = ∞ª = 3.
√È ÙÚÈÁˆÓÔÌÂÙÚÈÎÔ› ·ÚÈıÌÔ› ÙË˜ ÁˆÓ›·˜ ˆ = x

∧

Oª
˘ÔÏÔÁ›˙ÔÓÙ·È ·fi ÙÔ ÔÚıÔÁÒÓÈÔ ÙÚ›ÁˆÓÔ √∞ª.
∞fi ÙÔ ¶˘ı·ÁfiÚÂÈÔ ıÂÒÚËÌ· ÛÙÔ ÙÚ›ÁˆÓÔ ·˘Ùfi ÁÈ·
ÙËÓ ·fiÛÙ·ÛË Ú = √ª ¤¯Ô˘ÌÂ Ú2 = 42 + 32, ÔfiÙÂ
Ú = ��42 + 32 = ��25 = 5. ÕÚ·

ËÌˆ = = 

Û˘Óˆ = = 

ÂÊˆ = =
ÙÂÙ·ÁÌ¤ÓË ÙÔ˘ ª
ÙÂÙÌËÌ¤ÓË ÙÔ˘ ª

3
4

ÙÂÙÌËÌ¤ÓË ÙÔ˘ ª
·fiÛÙ·ÛË ÙÔ˘ ª ·fi ÙÔ √

4
5

ÙÂÙ·ÁÌ¤ÓË ÙÔ˘ ª
·fiÛÙ·ÛË ÙÔ˘ ª ·fi ÙÔ √

3
5

∞°
∞μ

·¤Ó·ÓÙÈ Î¿ıÂÙË ÏÂ˘Ú¿
ÚÔÛÎÂ›ÌÂÓË Î¿ıÂÙË ÏÂ˘Ú¿

∞μ
μ°

ÚÔÛÎÂ›ÌÂÓË Î¿ıÂÙË ÏÂ˘Ú¿
˘ÔÙÂ›ÓÔ˘Û·

∞°
μ°

·¤Ó·ÓÙÈ Î¿ıÂÙË ÏÂ˘Ú¿
˘ÔÙÂ›ÓÔ˘Û·

ΔΡΑΣΤΗΡΙΟΤΗΤΑ
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ªÂ ÙË ‚Ô‹ıÂÈ· fiÌˆ˜ ÂÓfi˜ ÔÚıÔÎ·ÓÔÓÈÎÔ‡ Û˘ÛÙ‹Ì·ÙÔ˜ ·ÍfiÓˆÓ
ÌÔÚÔ‡ÌÂ Ó· ÔÚ›ÛÔ˘ÌÂ ÙÔ˘˜ ÙÚÈÁˆÓÔÌÂÙÚÈÎÔ‡˜ ·ÚÈıÌÔ‡˜ ÌÈ·˜
ÁˆÓ›·˜ ˆ Î·È fiÙ·Ó ·˘Ù‹ ‰ÂÓ Â›Ó·È ÔÍÂ›·.
∞Ó ¤¯Ô˘ÌÂ Ì›· ·Ì‚ÏÂ›· ÁˆÓ›· ˆ, ÙfiÙÂ ÙËÓ ÙÔÔıÂÙÔ‡ÌÂ Û’ ¤Ó·
ÔÚıÔÎ·ÓÔÓÈÎfi Û‡ÛÙËÌ· ·ÍfiÓˆÓ √xy, ¤ÙÛÈ ÒÛÙÂ Ë ÎÔÚ˘Ê‹ ÙË˜
Ó· Û˘Ì¤ÛÂÈ ÌÂ ÙËÓ ·Ú¯‹ √, Ë Ì›· ÏÂ˘Ú¿ ÙË˜ Ó· Û˘Ì¤ÛÂÈ ÌÂ
ÙÔÓ ıÂÙÈÎfi ËÌÈ¿ÍÔÓ· √x Î·È Ë ¿ÏÏË ÙË˜ ÏÂ˘Ú¿ Ó· ‚ÚÂıÂ› ÛÙÔ
2Ô ÙÂÙ·ÚÙËÌfiÚÈÔ. ∞Ó ÛÙËÓ ÏÂ˘Ú¿ ·˘Ù‹ ¿ÚÔ˘ÌÂ ¤Ó·
ÔÔÈÔ‰‹ÔÙÂ ÛËÌÂ›Ô ª(x, y), ‰È·ÊÔÚÂÙÈÎfi  ·fi ÙÔ √, ÙfiÙÂ ÁÈ·
ÙËÓ ·fiÛÙ·ÛË Ú = √ª  ÈÛ¯‡ÂÈ 

OÈ ÙÚÈÁˆÓÔÌÂÙÚÈÎÔ› ·ÚÈıÌÔ› ÙË˜ ÁˆÓ›·˜ ˆ Â›Ó·È:

ËÌˆ = =

Û˘Óˆ = =

ÂÊˆ = =

¶·Ú·ÙËÚÔ‡ÌÂ fiÙÈ:
ñ ∞Ó Ë ÁˆÓ›· ˆ Â›Ó·È ÔÍÂ›·, ÙfiÙÂ Â›Ó·È x>0,  y>0,  Ú>0, ÔfiÙÂ: ËÌˆ>0, Û˘Óˆ>0, ÂÊˆ>0.

ñ ∞Ó Ë ÁˆÓ›· ˆ Â›Ó·È ·Ì‚ÏÂ›·, ÙfiÙÂ Â›Ó·È x<0,  y>0,  Ú>0, ÔfiÙÂ: ËÌˆ>0,  Û˘Óˆ<0,  ÂÊˆ<0.

√È ÚÔËÁÔ‡ÌÂÓÔÈ Ù‡ÔÈ ÁÂÓÈÎÂ‡ÔÓÙ·È Î·È fiÙ·Ó ˆ = 0Æ ‹  ˆ = 90Æ ‹ ˆ = 180Æ.
ŒÙÛÈ, ÌÔÚÔ‡ÌÂ ÙÒÚ· Ó· ˘ÔÏÔÁ›ÛÔ˘ÌÂ Î·È ÙÔ˘˜ ÙÚÈÁˆÓÔÌÂÙÚÈÎÔ‡˜ ·ÚÈıÌÔ‡˜ ÙˆÓ
ÁˆÓÈÒÓ 0Æ, 90Æ Î·È 180Æ.

AÓ ª ÛËÌÂ›Ô ÙÔ˘ ËÌÈ¿ÍÔÓ· √x AÓ ª ÛËÌÂ›Ô ÙÔ˘ ËÌÈ¿ÍÔÓ· √y AÓ ª ÛËÌÂ›Ô ÙÔ˘ ËÌÈ¿ÍÔÓ· √x�

.¯. ÙÔ ª(1,0), ÙfiÙÂ ˆ=x
∧

√M=0Æ .¯. ÙÔ ª(0,1), ÙfiÙÂ ˆ=x
∧

√M=90Æ .¯. ÙÔ ª(–1,0), ÙfiÙÂ ˆ=x
∧

√M=180Æ
Î·È Ú=√ª=1. ÕÚ·: Î·È Ú=√ª=1. ÕÚ·: Î·È Ú=√ª=1. ÕÚ·:

ËÌ0Æ = =  = 0 ËÌ90Æ  = =  = 1 ËÌ180Æ = = = 0

Û˘Ó0Æ = =  = 1 Û˘Ó90Æ = =  = 0 Û˘Ó180Æ= = = –1

ÂÊ0Æ = =  = 0 ÂÊ90Æ ‰ÂÓ ÔÚ›˙ÂÙ·È ÂÊ180Æ = = = 0
(ÁÈ·Ù› x=0)
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ÙÂÙ·ÁÌ¤ÓË ÙÔ˘ ª
ÙÂÙÌËÌ¤ÓË ÙÔ˘ ª

x
Ú

ÙÂÙÌËÌ¤ÓË ÙÔ˘ ª
·fiÛÙ·ÛË ÙÔ˘ ª ·fi ÙÔ √
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Ú

ÙÂÙ·ÁÌ¤ÓË ÙÔ˘ ª
·fiÛÙ·ÛË ÙÔ˘ ª ·fi ÙÔ √

Ú = ��x2 + y2
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ÀÂÓı˘Ì›˙Ô˘ÌÂ Î·È ÙÔ˘˜ ÙÚÈÁˆÓÔÌÂÙÚÈÎÔ‡˜ ·ÚÈı-
ÌÔ‡˜ ÙˆÓ ÁˆÓÈÒÓ 30Æ, 45Æ Î·È 60Æ Ô˘ Ê·›ÓÔÓÙ·È
ÛÙÔÓ ‰ÈÏ·Ófi ›Ó·Î·.

™Â ÔÚıÔÎ·ÓÔÓÈÎfi Û‡ÛÙËÌ· ·ÍfiÓˆÓ √xy ·›ÚÓÔ˘ÌÂ ÙÔ ÛËÌÂ›Ô ª(–4, 3).
¡· ˘ÔÏÔÁÈÛÙÔ‡Ó ÔÈ ÙÚÈÁˆÓÔÌÂÙÚÈÎÔ› ·ÚÈıÌÔ› ÙË˜ ÁˆÓ›·˜ ˆ = x

∧
Oª.

Λύση
°È· ÙËÓ ·fiÛÙ·ÛË √ª = Ú ¤¯Ô˘ÌÂ: 
Ú = ��x2 + y2  = ��(–4)2 + 32  = ��25 = 5.

ÕÚ·:  ËÌˆ = = ,  Û˘Óˆ = = = –

Î·È   ÂÊˆ = = = – .

™Â oÚıÔÎ·ÓÔÓÈÎfi Û‡ÛÙËÌ· ·ÍfiÓˆÓ √xy Ê¤ÚÔ˘ÌÂ
ËÌÈÂ˘ıÂ›· √z, ÒÛÙÂ x

∧
Oz = 135Æ. ¶¿Óˆ ÛÙËÓ √z

·›ÚÓÔ˘ÌÂ ÙÔ ÛËÌÂ›Ô ª ÌÂ ÙÂÙÌËÌ¤ÓË –1.
¡· ˘ÔÏÔÁÈÛÙÔ‡Ó ÔÈ ÙÚÈÁˆÓÔÌÂÙÚÈÎÔ› ·ÚÈıÌÔ› ÙË˜
ÁˆÓ›·˜ x

∧
Oª = 135Æ.

Λύση
º¤ÚÓÔ˘ÌÂ ªμ ⊥  x�x Î·È ª° ⊥  y�y. ∂ÂÈ‰‹ x

∧

Oª = 135Æ Î·È x
∧

Oy = 90Æ ı· Â›Ó·È
°

∧

Oª = 45Æ, ÔfiÙÂ ÙÔ ÔÚıÔÁÒÓÈÔ ÙÚ›ÁˆÓÔ √ª° Â›Ó·È Î·È ÈÛÔÛÎÂÏ¤˜.
ÕÚ· √° = ª° = √μ = 1 Î·È Ë ÙÂÙ·ÁÌ¤ÓË ÙÔ˘ ÛËÌÂ›Ô˘ ª Â›Ó·È y = 1.

¢ËÏ·‰‹ ¤¯Ô˘ÌÂ ª(–1, 1) Î·È Ú = ��x2 + y2   = ��(–1)2 + 12  = ��2.

ÕÚ·  ËÌ135Æ= = = , Û˘Ó135Æ= = =– Î·È  ÂÊ135Æ= = = –1.

°È· ÙÔ ÛËÌÂ›Ô ª(5, 12) Â›Ó·È Ú = √ª = 13. ∞Ó ˆ = x
∧

Oª Ó· Û˘ÌÏËÚÒÛÂÙÂ ÙÈ˜
·Ú·Î¿Ùˆ ÈÛfiÙËÙÂ˜:
ËÌˆ = ....... Û˘Óˆ = ....... ÂÊˆ = .......
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∞Ó Ë ÁˆÓ›· ˆ = x
∧

Oª Â›Ó·È ·Ì‚ÏÂ›·, ÙfiÙÂ Ó· Û˘ÌÏËÚÒÛÂÙÂ Ù· ·Ú·Î¿Ùˆ ÎÂÓ¿ ÌÂ ÙÔ
Û‡Ì‚ÔÏÔ >  ‹  <.
ËÌˆ ... 0 Û˘Ó ... 0 ÂÊˆ ... 0

¡· Û˘ÌÏËÚÒÛÂÙÂ ÙÔÓ ·Ú·Î¿Ùˆ ›Ó·Î· ·ÓÙÈÛÙÔÈ¯›˙ÔÓÙ·˜ ÛÂ Î¿ıÂ ÙÚÈÁˆÓÔÌÂÙÚÈÎfi
·ÚÈıÌfi ÙË˜ ÛÙ‹ÏË˜ ∞ ÙÔÓ ›ÛÔ ÙÔ˘ ·ÚÈıÌfi ·fi ÙË ÛÙ‹ÏË μ.

¡· ¯·Ú·ÎÙËÚ›ÛÂÙÂ ÙÈ˜ ·Ú·Î¿Ùˆ ÚÔÙ¿ÛÂÈ˜ ÌÂ (™), ·Ó Â›Ó·È ÛˆÛÙ¤˜ ‹ ÌÂ (§), ·Ó
Â›Ó·È Ï·Óı·ÛÌ¤ÓÂ˜.
·) °È· Î¿ıÂ ÁˆÓ›· ˆ ÈÛ¯‡ÂÈ –1 � Û˘Óˆ � 1.
‚) ∞Ó Ë ÁˆÓ›· ˆ Â›Ó·È ·Ì‚ÏÂ›·, ÙfiÙÂ ÂÊˆ < 0.
Á) ∞Ó ÁÈ· ÙË ÁˆÓ›· ˆ ÈÛ¯‡ÂÈ ËÌˆ > 0, ÙfiÙÂ Ë ˆ Â›Ó·È ÔÍÂ›·.
‰) ΔÔ ËÌ›ÙÔÓÔ ÔÔÈ·Û‰‹ÔÙÂ ÁˆÓ›·˜ ÙÚÈÁÒÓÔ˘ Â›Ó·È ıÂÙÈÎfi˜ ·ÚÈıÌfi˜.

¡· ˘ÔÏÔÁ›ÛÂÙÂ ÙÔ˘˜ ÙÚÈÁˆÓÔÌÂÙÚÈÎÔ‡˜ ·ÚÈıÌÔ‡˜ ÙË˜ ÁˆÓ›·˜ ˆ = x
∧

Oª, fiÙ·Ó:
·) ª(3, 4) ‚) ª(–5, 12) Á) ª(0, 3)

ªÈ· Â˘ıÂ›· Â ¤¯ÂÈ ÂÍ›ÛˆÛË y = –2x.
·) N· Û¯Â‰È¿ÛÂÙÂ ÙËÓ Â˘ıÂ›· Â Î·È Ó· ÚÔÛ‰ÈÔÚ›ÛÂÙÂ ÙËÓ ÙÂÙ·ÁÌ¤ÓË ÂÓfi˜ ÛËÌÂ›Ô˘

ÙË˜ ª Ô˘ ¤¯ÂÈ ÙÂÙÌËÌ¤ÓË –1.
‚) ¡· ˘ÔÏÔÁ›ÛÂÙÂ ÙÔ˘˜ ÙÚÈÁˆÓÔÌÂÙÚÈÎÔ‡˜ ·ÚÈıÌÔ‡˜ ÙË˜ ÁˆÓ›·˜ ˆ = x

∧

Oª.

ŒÓ· ÏÔ›Ô ¶ ·Ó·¯ÒÚËÛÂ ·fi ÙÔ ÏÈÌ¿ÓÈ √ Î·È ÎÈÓ‹ıËÎÂ
‚ÔÚÂÈÔ·Ó·ÙÔÏÈÎ¿ ÚÔ˜ Ì›· Î·ÙÂ‡ı˘ÓÛË Ô˘ Û¯ËÌ¿ÙÈ˙Â
ÌÂ ÙÔÓ ¿ÍÔÓ· √x ÁˆÓ›· 30Æ. ¡· ‚ÚÂ›ÙÂ ÙÈ˜ Û˘ÓÙÂÙ·-
ÁÌ¤ÓÂ˜ ÙÔ˘ ÏÔ›Ô˘ ÌÂÙ¿ ·fi ‰È·‰ÚÔÌ‹ 10 ÌÈÏ›ˆÓ.
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™ÙÔ ‰ÈÏ·Ófi Û¯‹Ì· ÙÔ ÙÚ›ÁˆÓÔ √μª Â›Ó·È
ÈÛfiÏÂ˘ÚÔ.
¡· ˘ÔÏÔÁ›ÛÂÙÂ:
·) ÙÈ˜ Û˘ÓÙÂÙ·ÁÌ¤ÓÂ˜ ÙÔ˘ ª.
‚) ÙÔ˘˜ ÙÚÈÁˆÓÔÌÂÙÚÈÎÔ‡˜ ·ÚÈıÌÔ‡˜ ÙË˜

ÁˆÓ›·˜ 120Æ.

™ÙÔ ‰ÈÏ·Ófi Û¯‹Ì· ÙÔ ÙÚ›ÁˆÓÔ √μª Â›Ó·È
ÈÛÔÛÎÂÏ¤˜.
·) ¡· ·Ô‰Â›ÍÂÙÂ fiÙÈ ÔÈ Û˘ÓÙÂÙ·ÁÌ¤ÓÂ˜ ÙÔ˘

ª Â›Ó·È (–��3, 1).
‚) ¡· ˘ÔÏÔÁ›ÛÂÙÂ ÙÔ˘˜ ÙÚÈÁˆÓÔÌÂÙÚÈÎÔ‡˜

·ÚÈıÌÔ‡˜ ÙË˜ ÁˆÓ›·˜ 150Æ.

™ÙÔ ‰ÈÏ·Ófi Û¯‹Ì· Â›Ó·È ÂÊˆ = – . ∞Ó Ë

ÙÂÙÌËÌ¤ÓË ÙÔ˘ ÛËÌÂ›Ô˘ ª Â›Ó·È –1, ÙfiÙÂ Ó·
˘ÔÏÔÁ›ÛÂÙÂ:
·) ÙËÓ ÙÂÙ·ÁÌ¤ÓË ÙÔ˘ ÛËÌÂ›Ô˘ ª.
‚) ÙÔ ËÌˆ Î·È ÙÔ Û˘Óˆ.

ŒÓ· ˘ÚÔ‚fiÏÔ fiÏÔ ‚Ú›ÛÎÂÙ·È ÛÙË ı¤ÛË √
Î·È ¤¯ÂÈ ÛÙÚ¤„ÂÈ ÙËÓ Î¿ÓÓË ÛÙÔ ÛÙfi¯Ô ™1.
∞Ó Ô ÛÙfi¯Ô˜ ™1 ÌÂÙ·ÎÈÓËıÂ› ÛÙË ı¤ÛË ™2,
ÙfiÙÂ Ó· ˘ÔÏÔÁ›ÛÂÙÂ fiÛÂ˜ ÌÔ›ÚÂ˜ Ú¤ÂÈ
Ó· ÛÙÚ·ÊÂ› Ë Î¿ÓÓË ÙÔ˘ ˘ÚÔ‚fiÏÔ˘ fiÏÔ˘
ÁÈ· Ó· ÛËÌ·‰Â‡ÂÈ ÙÔ ÛÙfi¯Ô ÛÙË Ó¤· ÙÔ˘
ı¤ÛË;
(¡· ¯ÚËÛÈÌÔÔÈ‹ÛÂÙÂ ÙÚÈÁˆÓÔÌÂÙÚÈÎÔ‡˜ ›Ó·ÎÂ˜).

7

3
46

5

4
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Γνωρίζω ποια σχέση συνδέει:
✔ Τους τριγωνομετρικούς αριθμούς παραπληρωματικών γωνιών.
✔ Τις γωνίες που έχουν το ίδιο ημίτονο.

™Â ÔÚıÔÎ·ÓÔÓÈÎfi Û‡ÛÙËÌ· ·ÍfiÓˆÓ √xy Ó· ¿ÚÂÙÂ ÙÔ ÛËÌÂ›Ô ª(3, 4).
1. ¶ÔÈÂ˜ Â›Ó·È ÔÈ Û˘ÓÙÂÙ·ÁÌ¤ÓÂ˜ ÙÔ˘ ÛËÌÂ›Ô˘ ª�, Ô˘ Â›Ó·È Û˘ÌÌÂÙÚÈÎfi ÙÔ˘ ª ˆ˜ ÚÔ˜

ÙÔÓ ¿ÍÔÓ· y�y;
2. N· ÂÍËÁ‹ÛÂÙÂ ÁÈ·Ù› ÔÈ ÁˆÓ›Â˜ x

∧

Oª = ˆ Î·È x
∧

Oª� = Ê Â›Ó·È ·Ú·ÏËÚˆÌ·ÙÈÎ¤˜.
3. N· ‚ÚÂ›ÙÂ ÙÔ˘˜ ÙÚÈÁˆÓÔÌÂÙÚÈÎÔ‡˜ ·ÚÈıÌÔ‡˜ ÙˆÓ ÁˆÓÈÒÓ ˆ Î·È Ê Î·È ÙË Û¯¤ÛË Ô˘

ÙÔ˘˜ Û˘Ó‰¤ÂÈ.

™Â ÔÚıÔÎ·ÓÔÓÈÎfi Û‡ÛÙËÌ· ·ÍfiÓˆÓ √xy ·›ÚÓÔ˘ÌÂ ÙÔ ÛËÌÂ›Ô ª(3, 4) Î·È ‚Ú›ÛÎÔ˘ÌÂ ÙÔ
Û˘ÌÌÂÙÚÈÎfi ÙÔ˘ ÛËÌÂ›Ô ª�(–3, 4) ˆ˜ ÚÔ˜ ÙÔÓ ¿ÍÔÓ· y�y.
AÓ ÔÓÔÌ¿ÛÔ˘ÌÂ ˆ ÙË ÁˆÓ›· x

∧

Oª, ÙfiÙÂ ÏfiÁˆ Û˘ÌÌÂÙÚ›·˜
Â›Ó·È x�

∧

Oª� = ˆ, ÔfiÙÂ ÁÈ· ÙË ÁˆÓ›· Ê = x
∧

Oª� ÈÛ¯‡ÂÈ
Ê = 180Æ – ˆ, Ô˘ ÛËÌ·›ÓÂÈ fiÙÈ ÔÈ ÁˆÓ›Â˜
ˆ Î·È Ê Â›Ó·È ·Ú·ÏËÚˆÌ·ÙÈÎ¤˜, ·ÊÔ‡ ˆ + Ê = 180Æ.
Œ¯Ô˘ÌÂ ·ÎfiÌË fiÙÈ 
Ú = √ª = √ª� = ��9 + 16 = ��25 = 5, ÔfiÙÂ:

ËÌˆ = ,   Û˘Óˆ = ,    ÂÊˆ = Î·È

ËÌÊ = ,   Û˘ÓÊ = – ,   ÂÊÊ = – .

¶·Ú·ÙËÚÔ‡ÌÂ ÏÔÈfiÓ, fiÙÈ:
√È ·Ú·ÏËÚˆÌ·ÙÈÎ¤˜ ÁˆÓ›Â˜ ˆ, Ê = 180Æ– ˆ ¤¯Ô˘Ó ÙÔ ›‰ÈÔ ËÌ›ÙÔÓÔ Î·È ·ÓÙ›ıÂÙÔ˘˜
ÙÔ˘˜ ¿ÏÏÔ˘˜ ÙÚÈÁˆÓÔÌÂÙÚÈÎÔ‡˜ ·ÚÈıÌÔ‡˜.

°È· ‰‡Ô ·Ú·ÏËÚˆÌ·ÙÈÎ¤˜ ÁˆÓ›Â˜ ˆ Î·È 180Æ – ˆ ÈÛ¯‡Ô˘Ó:
ñ ËÌ(180Æ – ˆ) = ËÌˆ ñ Û˘Ó(180Æ – ˆ) = –Û˘Óˆ ñ ÂÊ(180Æ – ˆ) = –ÂÊˆ

ªÂ ÙÔ˘˜ ÚÔËÁÔ‡ÌÂÓÔ˘˜ Ù‡Ô˘˜ ÌÔÚÔ‡ÌÂ Ó· ˘ÔÏÔÁ›ÛÔ˘ÌÂ ÙÔ˘˜ ÙÚÈÁˆÓÔÌÂÙÚÈÎÔ‡˜
·ÚÈıÌÔ‡˜ ÌÈ·˜ ÁˆÓ›·˜, ·Ó ÁÓˆÚ›˙Ô˘ÌÂ ÙÔ˘˜ ÙÚÈÁˆÓÔÌÂÙÚÈÎÔ‡˜ ·ÚÈıÌÔ‡˜ ÙË˜ ·Ú·ÏË-
ÚˆÌ·ÙÈÎ‹˜ ÙË˜.
°È· ·Ú¿‰ÂÈÁÌ·,
ËÌ150Æ  = ËÌ(180Æ  – 30Æ) = ËÌ30Æ = 

Û˘Ó150Æ  = Û˘Ó(180Æ  – 30Æ) = –Û˘Ó30Æ = –

ÂÊ150Æ  = ÂÊ(180Æ  – 30Æ) = –ÂÊ30Æ = – ��3
3

��3
2

1
2

Γενικά

4
3

3
5

4
5

4
3

3
5

4
5
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ΔÚÈÁˆÓÔÌÂÙÚÈÎÔ› ·ÚÈıÌÔ› ·Ú·ÏËÚˆÌ·ÙÈÎÒÓ ÁˆÓÈÒÓ2.2
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™ÙÔ ÚÔËÁÔ‡ÌÂÓÔ ·Ú¿‰ÂÈÁÌ· ‚Ï¤Ô˘ÌÂ fiÙÈ ÔÈ ·Ú·ÏËÚˆÌ·ÙÈÎ¤˜ ÁˆÓ›Â˜ 150Æ Î·È 30Æ,
·Ó Î·È ‰ÂÓ Â›Ó·È ›ÛÂ˜, ¤¯Ô˘Ó ÙÔ ›‰ÈÔ ËÌ›ÙÔÓÔ. ∂ÔÌ¤Óˆ˜:

∞Ó ‰‡Ô ÁˆÓ›Â˜ ¤¯Ô˘Ó ÙÔ ›‰ÈÔ ËÌ›ÙÔÓÔ Î·È Â›Ó·È ·fi 0Æ Ì¤¯ÚÈ Î·È 180Æ, ÙfiÙÂ Â›Ó·È ›ÛÂ˜ ‹
·Ú·ÏËÚˆÌ·ÙÈÎ¤˜.

°È· ·Ú¿‰ÂÈÁÌ·, ·Ó ËÌx = ËÌ35Æ Î·È 0 � x � 180Æ, ÙfiÙÂ Â›Ó·È x = 35Æ  ‹   x = 180Æ – 35Æ,
‰ËÏ·‰‹ x = 35Æ   ‹   x = 145Æ.

N· ˘ÔÏÔÁÈÛÙÂ› Ë ÙÈÌ‹ ÙË˜ ·Ú¿ÛÙ·ÛË˜ ∞ = ËÌ140Æ + Û˘Ó170Æ – ËÌ40Æ + Û˘Ó10Æ.

Λύση
√È ÁˆÓ›Â˜ 140Æ Î·È 40Æ Â›Ó·È ·Ú·ÏËÚˆÌ·ÙÈÎ¤˜, ÔfiÙÂ ı· ¤¯Ô˘Ó ÙÔ ›‰ÈÔ ËÌ›ÙÔÓÔ,
‰ËÏ·‰‹ Â›Ó·È ËÌ140Æ = ËÌ40Æ.
√È ÁˆÓ›Â˜ 170Æ Î·È 10Æ Â›Ó·È ·Ú·ÏËÚˆÌ·ÙÈÎ¤˜, ÔfiÙÂ ı· ¤¯Ô˘Ó ·ÓÙ›ıÂÙ·
Û˘ÓËÌ›ÙÔÓ·, ‰ËÏ·‰‹ Â›Ó·È Û˘Ó170Æ = –Û˘Ó10Æ. ÕÚ·:
∞ = ËÌ140Æ + Û˘Ó170Æ – ËÌ40Æ + Û˘Ó10Æ = ËÌ40Æ – Û˘Ó10Æ – ËÌ40Æ + Û˘Ó10Æ = 0.

∞Ó 
∧

∞,  
∧

μ,  
∧

° Â›Ó·È ÁˆÓ›Â˜ ÂÓfi˜ ÙÚÈÁÒÓÔ˘ ∞μ° ÌÂ 
∧

∞ = 80Æ Î·È  
∧

μ = 70Æ Ó· ·Ô‰ÂÈ¯ıÂ›
fiÙÈ: ·) ËÌ(∞ + μ) = ËÌ° ‚) Û˘Ó(∞ + μ) = –Û˘Ó°

Λύση
√È ÁˆÓ›Â˜ 

∧

∞,  
∧

μ,  
∧

° ÙÔ˘ ÙÚÈÁÒÓÔ˘ ¤¯Ô˘Ó ¿ıÚÔÈÛÌ· 180Æ, ‰ËÏ·‰‹ Â›Ó·È: 
80Æ + 70Æ +  

∧

°= 180Æ, ÔfiÙÂ  
∧

° = 30Æ.  ÕÚ·:
·) ËÌ(∞ + μ) = ËÌ(80Æ + 70Æ) = ËÌ150Æ = ËÌ(180Æ – 30Æ) = ËÌ30Æ = ËÌ°.
‚) Û˘Ó(∞ + μ) = Û˘Ó(80Æ + 70Æ) = Û˘Ó150Æ = Û˘Ó(180Æ – 30Æ) = –Û˘Ó30Æ = –Û˘Ó°.

¡· ¯·Ú·ÎÙËÚ›ÛÂÙÂ ÙÈ˜ ·Ú·Î¿Ùˆ ÈÛfiÙËÙÂ˜ ÌÂ (™), ·Ó Â›Ó·È ÛˆÛÙ¤˜ ‹ ÌÂ (§), ·Ó Â›Ó·È
Ï·Óı·ÛÌ¤ÓÂ˜:
·) ËÌ150Æ = ËÌ30Æ ‚) Û˘Ó135Æ = Û˘Ó45Æ

Á) ÂÊ100Æ = ÂÊ80Æ ‰) ÂÊ75Æ = –ÂÊ105Æ

Â) Û˘Ó110Æ = –Û˘Ó70Æ ÛÙ) ËÌ140Æ = –ËÌ40Æ

∞Ó ÁÈ· ÙË ÁˆÓ›· x ÈÛ¯‡ÂÈ 0 � x � 180Æ, Ó· Û˘ÌÏËÚÒÛÂÙÂ ÙÈ˜ ·Ú·Î¿Ùˆ ÚÔÙ¿ÛÂÈ˜:
·) ∞Ó ËÌx = ËÌ60Æ, ÙfiÙÂ x = ...............
‚) ∞Ó Û˘Óx = –Û˘Ó20Æ, ÙfiÙÂ x = ...............
Á) ∞Ó ÂÊx = –ÂÊ30Æ, ÙfiÙÂ x = ...............

2

1

EΡΩΤΗΣΕΙΣ ΚΑΤΑΝΟΗΣΗΣ

2

1

ΠΑΡΑΔΕΙΓΜΑΤΑ – ΕΦΑΡΜΟΓΕΣ
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¡· Û˘ÌÏËÚÒÛÂÙÂ ÙÔÓ ·Ú·Î¿Ùˆ ›Ó·Î· ·ÓÙÈÛÙÔÈ¯›˙ÔÓÙ·˜ ÛÂ Î¿ıÂ ÙÚÈÁˆÓÔÌÂÙÚÈÎfi
·ÚÈıÌfi ÙË˜ ÛÙ‹ÏË˜ ∞ ÙÔÓ ›ÛÔ ÙÔ˘ ÙÚÈÁˆÓÔÌÂÙÚÈÎfi ·ÚÈıÌfi ·fi ÙË ÛÙ‹ÏË μ.

¡· ˘ÔÏÔÁ›ÛÂÙÂ ÙÔ˘˜ ÙÚÈÁˆÓÔÌÂÙÚÈÎÔ‡˜ ·ÚÈıÌÔ‡˜ ÙˆÓ ÁˆÓÈÒÓ:
·) 120Æ ‚) 135Æ Á) 150Æ

¡· ·Ô‰Â›ÍÂÙÂ fiÙÈ:
·) ËÌ108Æ + Û˘Ó77Æ – ËÌ72Æ + Û˘Ó103Æ = 0
‚) ÂÊ122Æ – ÂÊ58Æ � ÂÊ135Æ = 0

¡· ·Ô‰Â›ÍÂÙÂ fiÙÈ:
·) Û˘Ó245Æ + Û˘Ó2135Æ = 1 ‚) ËÌ230Æ + ËÌ260Æ + ËÌ2120Æ + ËÌ2150Æ = 2

¡· ·Ô‰Â›ÍÂÙÂ fiÙÈ: ËÌ(140Æ + x) = ËÌ(40Æ – x)   Î·È   Û˘Ó(158Æ – x) = –Û˘Ó(22Æ + x).

¡· ‚ÚÂ›ÙÂ ÙË ÁˆÓ›· x, fiÙ·Ó:

·) ËÌx = ‚) ËÌx = 1 – ËÌx Á) Û˘Óx = 

‰) Û˘Óx = – Â) ÂÊx = –��3 ÛÙ) 2ÂÊx = 1 + ÂÊx

¡· ·Ô‰Â›ÍÂÙÂ fiÙÈ ÔÈ ÁˆÓ›Â˜ ÂÓfi˜ ·Ú·ÏÏËÏÔÁÚ¿ÌÌÔ˘ ¤¯Ô˘Ó ÙÔ ›‰ÈÔ ËÌ›ÙÔÓÔ.
πÛ¯‡ÂÈ ÙÔ ›‰ÈÔ Î·È ÁÈ· Ù· Û˘ÓËÌ›ÙÔÓ· ÙˆÓ ÁˆÓÈÒÓ ÙÔ˘;

¢›ÓÂÙ·È ÙÂÙÚ¿ÏÂ˘ÚÔ ∞μ°¢ ÌÂ  
∧

μ = 
∧

¢ = 90Æ. ¡· ·Ô‰Â›ÍÂÙÂ fiÙÈ:
·) ËÌ∞ + Û˘Ó∞ – ËÌ° + Û˘Ó° = 0 ‚) ÂÊ∞ + ÂÊ° = 0

™ÙÔ ÔÚıÔÁÒÓÈÔ ÙÚ›ÁˆÓÔ ∞μ° ÙÔ˘ ‰ÈÏ·ÓÔ‡ Û¯‹Ì·ÙÔ˜ Ó· ˘Ô-
ÏÔÁ›ÛÂÙÂ ÙÔ˘˜ ÙÚÈÁˆÓÔÌÂÙÚÈÎÔ‡˜ ·ÚÈıÌÔ‡˜ ÙˆÓ ÁˆÓÈÒÓ ˆ Î·È Ê.

¢›ÓÂÙ·È ÈÛfiÏÂ˘ÚÔ ÙÚ›ÁˆÓÔ ∞μ° ÌÂ ÏÂ˘Ú¿ 6 cm Î·È ÛËÌÂ›Ô ¢
ÙË˜ ÏÂ˘Ú¿˜ μ° Ù¤ÙÔÈÔ, ÒÛÙÂ μ¢ = 2 cm. ¡· ˘ÔÏÔÁ›ÛÂÙÂ ÙÔ˘˜
ÙÚÈÁˆÓÔÌÂÙÚÈÎÔ‡˜ ·ÚÈıÌÔ‡˜ ÙˆÓ ÁˆÓÈÒÓ ˆ Î·È Ê.

9

8

7

6

1
2

��3
2

��2
2

5

4

3

2

1

ΠΡΟΤΕΙΝΟΜΕΝΕΣ ΑΣΚΗΣΕΙΣ – ΠΡΟΒΛΗΜΑΤΑ

1. ËÌ40Æ
2. Û˘Ó40Æ
3. ÂÊ40Æ
4. –ËÌ40Æ
5. –Û˘Ó40Æ
6. –ÂÊ40Æ

·. ËÌ140Æ

‚. Û˘Ó140Æ

Á. ÂÊ140Æ

™Ù‹ÏË μ™Ù‹ÏË ∞

3
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2.2 ΔÚÈÁˆÓÔÌÂÙÚÈÎÔ› ·ÚÈıÌÔ› ·Ú·ÏËÚˆÌ·ÙÈÎÒÓ ÁˆÓÈÒÓ
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✔ Γνωρίζω ποιες είναι οι βασικές τριγωνομετρικές ταυτότητες
και μαθαίνω πώς αποδεικνύονται.

✔ Χρησιμοποιώ τις βασικές τριγωνομετρικές ταυτότητες για την
απόδειξη άλλων απλών τριγωνομετρικών ταυτοτήτων.

™Â ÔÚıÔÎ·ÓÔÓÈÎfi Û‡ÛÙËÌ· ·ÍfiÓˆÓ Ó· ¿ÚÂÙÂ ¤Ó· ÛËÌÂ›Ô ª ÛÙÔ 1Ô ‹ ÛÙÔ 2Ô ÙÂÙ·ÚÙË-
ÌfiÚÈÔ ÌÂ fiÔÈÂ˜ Û˘ÓÙÂÙ·ÁÌ¤ÓÂ˜ ı¤ÏÂÙÂ.
1. ¡· ˘ÔÏÔÁ›ÛÂÙÂ ÙÔ˘˜ ÙÚÈÁˆÓÔÌÂÙÚÈÎÔ‡˜ ·ÚÈıÌÔ‡˜ ÙË˜ ÁˆÓ›·˜ ˆ = x

∧

Oª.
2. ¡· ˘ÔÏÔÁ›ÛÂÙÂ ÙËÓ ·Ú¿ÛÙ·ÛË (ËÌˆ)2 + (Û˘Óˆ)2 Î·È Ó· Û˘ÁÎÚ›ÓÂÙÂ ÙÔ ·ÔÙ¤ÏÂÛÌ·

Ô˘ ‚Ú‹Î·ÙÂ ÌÂ Ù· ·ÔÙÂÏ¤ÛÌ·Ù· Ô˘ ‚Ú‹Î·Ó ÔÈ Û˘ÌÌ·ıËÙ¤˜ Û·˜.

3. ¡· ˘ÔÏÔÁ›ÛÂÙÂ ÙÔ ÏfiÁÔ Î·È Ó· ÙÔÓ Û˘ÁÎÚ›ÓÂÙÂ ÌÂ ÙËÓ ÂÊˆ.

™Â ÚÔËÁÔ‡ÌÂÓË ÂÓfiÙËÙ· Ì¿ı·ÌÂ fiÙÈ ÁÈ· ÙËÓ ·fiÛÙ·ÛË Ú
ÂÓfi˜ ÛËÌÂ›Ô˘ ª(x, y) ·fi ÙËÓ ·Ú¯‹ ÙˆÓ ·ÍfiÓˆÓ ÈÛ¯‡ÂÈ

Ú = ��x2 + y2  ‹  Ú2 = x2 + y2.

AÓ ‰È·ÈÚ¤ÛÔ˘ÌÂ Î·È Ù· ‰‡Ô Ì¤ÏË ÌÂ ÙÔ Ú2, ÙfiÙÂ ¤¯Ô˘ÌÂ:

= + ‹  ( )2
+ ( )2 

= 1    (1).

EÂÈ‰‹ ËÌˆ = Î·È Û˘Óˆ = , Ë ÈÛfiÙËÙ· (1) Á›ÓÂÙ·È

(Û˘Óˆ)2 + (ËÌˆ)2 = 1  ‹ Û˘ÓÙÔÌfiÙÂÚ· ËÌ2ˆ + Û˘Ó2ˆ = 1.

∞Ô‰Â›Í·ÌÂ ÏÔÈfiÓ fiÙÈ ÁÈ· ÔÔÈ·‰‹ÔÙÂ ÁˆÓ›· ˆ ÈÛ¯‡ÂÈ

AÓ ‰È·ÈÚ¤ÛÔ˘ÌÂ Î·Ù¿ Ì¤ÏË ÙÈ˜ ÈÛfiÙËÙÂ˜ ËÌˆ = Î·È Û˘Óˆ = , ÌÂ ÙËÓ ÚÔ¸fiıÂÛË
fiÙÈ Û˘Óˆ � 0, ¤¯Ô˘ÌÂ:

= ‹   = ‹   = = ÂÊˆ

AÔ‰Â›Í·ÌÂ ÏÔÈfiÓ fiÙÈ ÁÈ· ÔÔÈ·‰‹ÔÙÂ ÁˆÓ›· ˆ ÌÂ Û˘Óˆ � 0 ÈÛ¯‡ÂÈ

√È ÚÔËÁÔ‡ÌÂÓÂ˜ ÈÛfiÙËÙÂ˜ Ï¤ÁÔÓÙ·È ‚·ÛÈÎ¤˜ ÙÚÈÁˆÓÔÌÂÙÚÈÎ¤˜ Ù·˘ÙfiÙËÙÂ˜, ÁÈ·Ù› ÌÂ ÙË
‚Ô‹ıÂÈ¿ ÙÔ˘˜ ·Ô‰ÂÈÎÓ‡Ô˘ÌÂ Î·È ¿ÏÏÂ˜ Ù·˘ÙfiÙËÙÂ˜ Ô˘ ÂÚÈ¤¯Ô˘Ó ÙÚÈÁˆÓÔÌÂÙÚÈÎÔ‡˜
·ÚÈıÌÔ‡˜.

ËÌˆ
ÂÊˆ = ⎯

Û˘Óˆ

y
x

ËÌˆ
Û˘Óˆ

yÚ
xÚ

ËÌˆ
Û˘Óˆ

y
⎯Ú
x⎯Ú

ËÌˆ
Û˘Óˆ

x
Ú

y
Ú

ËÌ2ˆ + Û˘Ó2ˆ = 1

x
Ú

y
Ú

y
Ú

x
Ú

y2

Ú2

x2

Ú2

Ú2

Ú2

ËÌˆ
Û˘Óˆ
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™¯¤ÛÂÈ˜ ÌÂÙ·Í‡ ÙÚÈÁˆÓÔÌÂÙÚÈÎÒÓ ·ÚÈıÌÒÓ ÌÈ·˜ ÁˆÓ›·˜2.3
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∞Ó ÁÈ· ÙËÓ ·Ì‚ÏÂ›· ÁˆÓ›· ˆ ÈÛ¯‡ÂÈ ËÌˆ = , ÙfiÙÂ Ó· ˘ÔÏÔÁÈÛÙÔ‡Ó ÔÈ ¿ÏÏÔÈ ÙÚÈÁˆ-
ÓÔÌÂÙÚÈÎÔ› ·ÚÈıÌÔ› ÙË˜ ÁˆÓ›·˜ ˆ.

Λύση
Afi ÙËÓ Ù·˘ÙfiÙËÙ· ËÌ2ˆ + Û˘Ó2ˆ = 1 ¤¯Ô˘ÌÂ

Û˘Ó2ˆ = 1 – ËÌ2ˆ  ‹ Û˘Ó2ˆ = 1 – ( )2

Û˘Ó2ˆ = 1 – ‹ Û˘Ó2ˆ = ‹ Û˘Óˆ = ± .

∂ÂÈ‰‹ Ë ÁˆÓ›· ˆ Â›Ó·È ·Ì‚ÏÂ›· ¤¯Ô˘ÌÂ Û˘Óˆ < 0, ÔfiÙÂ  Û˘Óˆ = – .

∞fi ÙËÓ Ù·˘ÙfiÙËÙ·  ÂÊˆ = ¤¯Ô˘ÌÂ  ÂÊˆ = , ÔfiÙÂ ÂÊˆ = – .

∞Ó ÁÈ· ÙËÓ ÔÍÂ›· ÁˆÓ›· ˆ ÈÛ¯‡ÂÈ ÂÊˆ = 2, ÙfiÙÂ Ó· ˘ÔÏÔÁÈÛÙÔ‡Ó ÔÈ ¿ÏÏÔÈ ÙÚÈÁˆÓÔ-
ÌÂÙÚÈÎÔ› ·ÚÈıÌÔ› ÙË˜ ÁˆÓ›·˜ ˆ.

Λύση
Œ¯Ô˘ÌÂ ÂÊˆ = 2  ‰ËÏ·‰‹  = 2, ÔfiÙÂ  ËÌˆ = 2Û˘Óˆ (1).

∞Ó ÛÙËÓ Ù·˘ÙfiÙËÙ· ËÌ2ˆ + Û˘Ó2ˆ = 1 ·ÓÙÈÎ·Ù·ÛÙ‹ÛÔ˘ÌÂ ÙÔ ËÌˆ ÌÂ ÙÔ 2Û˘Óˆ ¤¯Ô˘ÌÂ

(2Û˘Óˆ)2 + Û˘Ó2ˆ = 1   ‹   4Û˘Ó2ˆ + Û˘Ó2ˆ = 1   ‹   5Û˘Ó2ˆ = 1   ‹   Û˘Ó2ˆ = ,

¿Ú· Û˘Óˆ = ± ‹   Û˘Óˆ = ± .

∂ÂÈ‰‹ Ë ÁˆÓ›· ˆ Â›Ó·È ÔÍÂ›· ¤¯Ô˘ÌÂ Û˘Óˆ > 0, ÔfiÙÂ Û˘Óˆ = .

∞fi ÙËÓ ÈÛfiÙËÙ· (1) ¤¯Ô˘ÌÂ ËÌˆ = 2 � ‹  ËÌˆ = .

N· ·Ô‰ÂÈ¯ıÔ‡Ó ÔÈ Ù·˘ÙfiÙËÙÂ˜:
·) (ËÌx – Û˘Óx)2 + 2ËÌxÛ˘Óx = 1 ‚) 1 + ÂÊ2ˆ = 

Λύση
·) Œ¯Ô˘ÌÂ

(ËÌx – Û˘Óx)2 + 2ËÌxÛ˘Óx = ËÌ2x – 2ËÌxÛ˘Óx + Û˘Ó2x + 2ËÌxÛ˘Óx = ËÌ2x + Û˘Ó2x = 1

‚) Œ¯Ô˘ÌÂ

1 + ÂÊ2ˆ = 1 + ( )2
= 1 + =  =  1

Û˘Ó2ˆ
Û˘Ó2ˆ + ËÌ2ˆ

Û˘Ó2ˆ
ËÌ2ˆ
Û˘Ó2ˆ

ËÌˆ
Û˘Óˆ

1
Û˘Ó2ˆ

3

2��5
5

��5
5

��5
5

��5
5

1
��5

1
5

ËÌˆ
Û˘Óˆ

2

3
4

3⎯
5
4– ⎯
5

ËÌˆ
Û˘Óˆ

4
5

4
5

16
25

9
25

3
5

3
51
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2.3 ™¯¤ÛÂÈ˜ ÌÂÙ·Í‡ ÙÚÈÁˆÓÔÌÂÙÚÈÎÒÓ ·ÚÈıÌÒÓ ÌÈ·˜ ÁˆÓ›·˜



¡· ¯·Ú·ÎÙËÚ›ÛÂÙÂ ÙÈ˜ ·Ú·Î¿Ùˆ ÚÔÙ¿ÛÂÈ˜ ÌÂ (™), ·Ó Â›Ó·È ÛˆÛÙ¤˜ ‹ ÌÂ (§), ·Ó
Â›Ó·È Ï·Óı·ÛÌ¤ÓÂ˜.

·) ∞Ó ËÌ2ˆ = , ÙfiÙÂ Û˘Ó2ˆ =  .

‚) ∞Ó Û˘Óˆ = 0, ÙfiÙÂ ‰ÂÓ ÔÚ›˙ÂÙ·È Ë ÂÊˆ.

Á) °È· Î¿ıÂ ÁˆÓ›· ˆ ÈÛ¯‡ÂÈ ËÌ2ˆ = Û˘Ó2ˆ – 1.

‰) ∞Ó ËÌˆ = Î·È Û˘Óˆ =   , ÙfiÙÂ ÂÊˆ =     

O ™Ù¤Ê·ÓÔ˜ ÈÛ¯˘Ú›˙ÂÙ·È fiÙÈ ‰ÂÓ ˘¿Ú¯ÂÈ ÁˆÓ›· ˆ, Ù¤ÙÔÈ· ÒÛÙÂ ËÌˆ = 0 Î·È Û˘Óˆ = 0.
Œ¯ÂÈ ‰›ÎÈÔ; ¡· ·ÈÙÈÔÏÔÁ‹ÛÂÙÂ ÙËÓ ·¿ÓÙËÛ‹ Û·˜.

¡· Û˘ÌÏËÚÒÛÂÙÂ Ù· ÎÂÓ¿ ÛÙÈ˜ ·Ú·Î¿Ùˆ ÚÔÙ¿ÛÂÈ˜:

·) ∞Ó ËÌˆ = 1, ÙfiÙÂ Û˘Óˆ = .............

‚) ∞Ó ËÌˆ = 0, ÙfiÙÂ Û˘Óˆ = .............

¡· ÂÈÏ¤ÍÂÙÂ ÙË ÛˆÛÙ‹ ·¿ÓÙËÛË. ∞Ó ËÌˆ = , ÙfiÙÂ ÙÔ Û˘Óˆ Â›Ó·È ›ÛÔ ÌÂ:

·) ‚) Á) ‹  – ‰) ‹  –

∞Ó ÁÈ· ÙËÓ ÔÍÂ›· ÁˆÓ›· ˆ ÈÛ¯‡ÂÈ ËÌˆ = , ÙfiÙÂ Ó· ˘ÔÏÔÁ›ÛÂÙÂ ÙÔ˘˜ ¿ÏÏÔ˘˜ ÙÚÈ-

ÁˆÓÔÌÂÙÚÈÎÔ‡˜ ·ÚÈıÌÔ‡˜ ÙË˜ ÁˆÓ›·˜ ˆ.

∞Ó ÁÈ· ÙËÓ ·Ì‚ÏÂ›· ÁˆÓ›· ˆ ÈÛ¯‡ÂÈ Û˘Óˆ = – , ÙfiÙÂ Ó· ˘ÔÏÔÁ›ÛÂÙÂ ÙÔ˘˜ ¿ÏÏÔ˘˜

ÙÚÈÁˆÓÔÌÂÙÚÈÎÔ‡˜ ·ÚÈıÌÔ‡˜ ÙË˜ ÁˆÓ›·˜ ˆ.

∞Ó ÁÈ· ÙËÓ ÔÍÂ›· ÁˆÓ›· ˆ ÈÛ¯‡ÂÈ ÂÊˆ = , ÙfiÙÂ Ó· ˘ÔÏÔÁ›ÛÂÙÂ ÙÔ˘˜ ¿ÏÏÔ˘˜ ÙÚÈ-

ÁˆÓÔÌÂÙÚÈÎÔ‡˜ ·ÚÈıÌÔ‡˜ ÙË˜ ÁˆÓ›·˜ ˆ. 

∞Ó ÁÈ· ÙËÓ ·Ì‚ÏÂ›· ÁˆÓ›· ˆ ÈÛ¯‡ÂÈ ËÌˆ = , ÙfiÙÂ Ó· ˘ÔÏÔÁ›ÛÂÙÂ ÙËÓ ·Ú¿ÛÙ·ÛË:

∞ = ËÌˆ + Û˘Óˆ – ÂÊˆ. 1
10

2
3

1
3

4
54

3
43

1
32

5
131

ΠΡΟΤΕΙΝΟΜΕΝΕΣ ΑΣΚΗΣΕΙΣ – ΠΡΟΒΛΗΜΑΤΑ
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5

4
5

2
5

2
5

4
5

2
5

3
54

3

2

5
12

12
13

5
13

2
5

3
5

1
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M¤ÚÔ˜ μ - ∫ÂÊ¿Ï·ÈÔ 2Ô



¡· ·Ô‰Â›ÍÂÙÂ fiÙÈ:
·) ËÌ3ˆ + ËÌˆÛ˘Ó2ˆ = ËÌˆ ‚) Û˘Ó2ˆ – Û˘Ó4ˆ = ËÌ2ˆÛ˘Ó2ˆ

∞Ó Â›Ó·È x = 3Û˘Óˆ  Î·È  y = 3ËÌˆ, ÙfiÙÂ Ó· ·Ô‰Â›ÍÂÙÂ fiÙÈ:
·) xÛ˘Óˆ + yËÌˆ = 3 ‚) x2 + y2 = 9

N· ·Ô‰Â›ÍÂÙÂ fiÙÈ:
·) Û˘Ó2· – ËÌ2· = 2Û˘Ó2· – 1 ‚) ËÌ2·Û˘Ó2‚ + ËÌ2·ËÌ2‚ + Û˘Ó2· = 1

N· ·Ô‰Â›ÍÂÙÂ fiÙÈ:
·) (ËÌˆ + Û˘Óˆ)2 + (ËÌˆ – Û˘Óˆ)2 = 2
‚) (·ËÌˆ + ‚Û˘Óˆ)2 + (‚ËÌˆ – ·Û˘Óˆ)2 = ·2 + ‚2

N· ·Ô‰Â›ÍÂÙÂ fiÙÈ:
·) Û˘Ó2x ÂÊ2x + Û˘Ó2x = 1 ‚) = Û˘Óx

N· ·Ô‰Â›ÍÂÙÂ fiÙÈ:

·) = 1 – ËÌx ‚) ÂÊx + = 

N· ˘ÔÏÔÁ›ÛÂÙÂ ÙÈ˜ ·Ú·ÛÙ¿ÛÂÈ˜:
·) ËÌ50ÆËÌ130Æ – Û˘Ó50ÆÛ˘Ó130Æ
‚) ËÌ214Æ + ËÌ2114Æ + Û˘Ó2166Æ + Û˘Ó266Æ

N· ·Ô‰Â›ÍÂÙÂ fiÙÈ:
·) ÂÊ70ÆÛ˘Ó70Æ – ÂÊ110ÆÛ˘Ó110Æ = 0
‚) ÂÊ240ÆÛ˘Ó240Æ + Û˘Ó2140Æ = 1

∞Ó Â›Ó·È · = 30Æ  Î·È  ‚ = 60Æ, ÙfiÙÂ Ó· ·Ô‰Â›ÍÂÙÂ fiÙÈ:

ËÌ2x ËÌ· ËÌ‚ + Û˘Ó2x Û˘Ó· Û˘Ó‚ = 

∂›Ó·È ÁˆÓ›·, fi¯È ÔÍÂ›·,

ËÌ›ÙÔÓÔ ¤¯ÂÈ ÙÔÓ ·ÚÈıÌfi Î·È

Û˘ÓËÌ›ÙÔÓÔ ¤¯ÂÈ ÙÔÓ ·ÚÈıÌfi .

¶ÔÈ· ÁˆÓ›· Â›Ó·È;

Ï
Ï + 2

Ï + 1
Ï + 2

14

Μ Α Θ Η Μ Α Τ Ι Κ Ο  Α Ι Ν Ι Γ Μ Α

��3
4

13

12

11

1
Û˘Óx

Û˘Óx
1 + ËÌx

Û˘Ó2x
1 + ËÌx

10

ËÌx + Û˘Óx
1 + ÂÊx

9

8

7

6

5
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2.3 ™¯¤ÛÂÈ˜ ÌÂÙ·Í‡ ÙÚÈÁˆÓÔÌÂÙÚÈÎÒÓ ·ÚÈıÌÒÓ ÌÈ·˜ ÁˆÓ›·˜

¡· ÙÔ
Ì·ÚÙ˘Ú‹Ûˆ;
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✔ Γνωρίζω τους νόμους ημιτόνων και συνημιτόνων και
μαθαίνω να τους εφαρμόζω στη λύση προβλημάτων.

ŒÓ·˜ ÙÔÔÁÚ¿ÊÔ˜ ‰ÂÓ ÌÔÚÂ› Ó· ÌÂÙÚ‹ÛÂÈ ÙËÓ ·fiÛÙ·ÛË °μ
‰‡Ô ˘ÏÒÓˆÓ ÙË˜ ¢∂∏, ÁÈ·Ù› ·Ó¿ÌÂÛ¿ ÙÔ˘˜ ·ÚÂÌ‚¿ÏÏÂÙ·È
ÌÈ· Ï›ÌÓË. °È’ ·˘Ùfi ÂÈÏ¤ÁÂÈ ÌÈ· ı¤ÛË ∞ Ô˘ ·¤¯ÂÈ 100 m ·fi
ÙÔÓ ˘ÏÒÓ· ° Î·È ·fi ÙËÓ ÔÔ›· Ê·›ÓÔÓÙ·È Î·È ÔÈ ‰‡Ô ˘ÏÒÓÂ˜.
ªÂ ¤Ó· ÁˆÓÈfiÌÂÙÚÔ ÌÂÙÚ¿ÂÈ ÙÈ˜ ÁˆÓ›Â˜  

∧

∞ = 45Æ Î·È  
∧

B = 30Æ.

1. ªÔÚÂ›ÙÂ Ó· ˘ÔÏÔÁ›ÛÂÙÂ ÙËÓ ·fiÛÙ·ÛË °μ, ·ÊÔ‡
ÚÔËÁÔ˘Ì¤Óˆ˜ ˘ÔÏÔÁ›ÛÂÙÂ ÙÔ ‡„Ô˜ °¢ ÙÔ˘ ÙÚÈÁÒÓÔ˘
∞μ°; √ ÙÔÔÁÚ¿ÊÔ˜ fiÌˆ˜ ˘ÔÏfiÁÈÛÂ ÙËÓ ·fiÛÙ·ÛË °μ ÈÔ ÁÚ‹ÁÔÚ·, ÁÈ·Ù› ÁÓÒÚÈ˙Â

fiÙÈ ÔÈ ÏfiÁÔÈ Î·È Â›Ó·È ›ÛÔÈ.

2. ªÂ ÙÔ˘˜ ˘ÔÏÔÁÈÛÌÔ‡˜ Ô˘ ÂÛÂ›˜ Î¿Ó·ÙÂ, ÌÔÚÂ›ÙÂ Ó· ‰È·ÈÛÙÒÛÂÙÂ ·Ó Ú¿ÁÌ·ÙÈ ÔÈ
ÏfiÁÔÈ ·˘ÙÔ› Â›Ó·È ›ÛÔÈ;

NfiÌÔ˜ ÙˆÓ ËÌÈÙfiÓˆÓ 
™ÙËÓ ÚÔËÁÔ‡ÌÂÓË Ù¿ÍË Ì¿ı·ÌÂ Ó· ˘ÔÏÔÁ›˙Ô˘ÌÂ ÙÈ˜ ÏÂ˘Ú¤˜ Î·È ÙÈ˜ ÁˆÓ›Â˜ ÂÓfi˜
ÔÚıÔÁˆÓ›Ô˘ ÙÚÈÁÒÓÔ˘, fiÙ·Ó ÁÓˆÚ›˙Ô˘ÌÂ ‰‡Ô ÏÂ˘Ú¤˜ ÙÔ˘ ‹ ÌÈ· ÏÂ˘Ú¿ Î·È ÌÈ· ÔÍÂ›·
ÁˆÓ›· ÙÔ˘. ¶Ò˜ fiÌˆ˜ ÌÔÚÔ‡ÌÂ Ó· ˘ÔÏÔÁ›ÛÔ˘ÌÂ ÙÈ˜ ÏÂ˘Ú¤˜ Î·È ÙÈ˜ ÁˆÓ›Â˜ ÂÓfi˜
ÙÚÈÁÒÓÔ˘ fiÙ·Ó ‰ÂÓ Â›Ó·È ÔÚıÔÁÒÓÈÔ;
™¯Â‰È¿˙Ô˘ÌÂ ¤Ó· ÔÍ˘ÁÒÓÈÔ ÙÚ›ÁˆÓÔ ∞μ° Î·È Ê¤ÚÔ˘ÌÂ ÙÔ
‡„Ô˜ °¢. ∞fi Ù· ÔÚıÔÁÒÓÈ· ÙÚ›ÁˆÓ· ∞¢° Î·È °¢μ ¤¯Ô˘ÌÂ:

ËÌ∞ = ‹   °¢ = ‚ËÌ∞   (1)

ËÌμ = ‹   °¢ = ·ËÌμ   (2)

∞fi ÙÈ˜ ÈÛfiÙËÙÂ˜ (1), (2) ¤¯Ô˘ÌÂ    ‚ËÌ∞ = ·ËÌμ    ‹     = .

√ÌÔ›ˆ˜ ·Ô‰ÂÈÎÓ‡ÂÙ·È fiÙÈ = .

∞Ô‰Â›Í·ÌÂ ÏÔÈfiÓ, fiÙÈ ÛÂ Î¿ıÂ ÔÍ˘ÁÒÓÈÔ ÙÚ›ÁˆÓÔ ÈÛ¯‡ÂÈ:

· ‚ Á
⎯ =  ⎯ = ⎯
ËÌ∞      ËÌμ     ËÌ°

Á
ËÌ°

‚
ËÌμ

‚
ËÌμ

·
ËÌ∞

°¢
·

°¢
‚

∞

°A
ËÌ30Æ

°μ
ËÌ45Æ

ΔΡΑΣΤΗΡΙΟΤΗΤΑ

NfiÌÔ˜ ÙˆÓ ËÌÈÙfiÓˆÓ – ¡fiÌÔ˜ ÙˆÓ Û˘ÓËÌÈÙfiÓˆÓ2.4

∞ B

°

°

∞ ¢
45Æ

10
0 

m

30Æ
μ

¢

·‚

Á



∏ ÚÔËÁÔ‡ÌÂÓË Û¯¤ÛË ·Ô‰ÂÈÎÓ‡ÂÙ·È fiÙÈ ÈÛ¯‡ÂÈ Î·È fiÙ·Ó ÙÔ ÙÚ›ÁˆÓÔ ∞μ° Â›Ó·È ·Ì‚Ï˘-
ÁÒÓÈÔ ‹ ÔÚıÔÁÒÓÈÔ Î·È ÔÓÔÌ¿˙ÂÙ·È ÓfiÌÔ˜ ÙˆÓ ËÌÈÙfiÓˆÓ.

√È ÏÂ˘Ú¤˜ Î¿ıÂ ÙÚÈÁÒÓÔ˘ Â›Ó·È ·Ó¿ÏÔÁÂ˜ ÚÔ˜ Ù· ËÌ›ÙÔÓ· ÙˆÓ ·¤Ó·ÓÙÈ ÁˆÓÈÒÓ ÙÔ˘.

ªÂ ÙÔ ÓfiÌÔ ÙˆÓ ËÌÈÙfiÓˆÓ, ·Ó ÁÓˆÚ›˙Ô˘ÌÂ ÌÈ· ÏÂ˘Ú¿ ÂÓfi˜ ÙÚÈÁÒÓÔ˘, ÙËÓ ·¤Ó·ÓÙÈ ÁˆÓ›·
ÙË˜ Î·È ÌÈ· ¿ÏÏË ÏÂ˘Ú¿ ‹ ÁˆÓ›· ÙÔ˘, ÙfiÙÂ ÌÔÚÔ‡ÌÂ Ó· ˘ÔÏÔÁ›ÛÔ˘ÌÂ Ù· ˘fiÏÔÈ·
ÚˆÙÂ‡ÔÓÙ· ÛÙÔÈ¯Â›· ÙÔ˘ (ÏÂ˘Ú¤˜ – ÁˆÓ›Â˜).

°È· ·Ú¿‰ÂÈÁÌ·, ÛÙÔ ÙÚ›ÁˆÓÔ ÙÔ˘ ‰ÈÏ·ÓÔ‡ Û¯‹Ì·ÙÔ˜
ÌÔÚÔ‡ÌÂ ÌÂ ÙÔ ÓfiÌÔ ÙˆÓ ËÌÈÙfiÓˆÓ Ó· ˘ÔÏÔÁ›ÛÔ˘ÌÂ ÙË
ÁˆÓ›· 

∧

°, ·ÊÔ‡

= ‹   = ‹  8ËÌ° = 6ËÌ70Æ  ‹

ËÌ° = ‹  ËÌ° = ‹  ËÌ° = 0,705.

∞fi ÙÔ˘˜ ÙÚÈÁˆÓÔÌÂÙÚÈÎÔ‡˜ ›Ó·ÎÂ˜ ‰È·ÈÛÙÒÓÔ˘ÌÂ fiÙÈ  
∧

° = 45Æ.

NfiÌÔ˜ ÙˆÓ Û˘ÓËÌÈÙfiÓˆÓ 
™’ ¤Ó· ÙÚ›ÁˆÓÔ ∞μ°, ·Ó ÁÓˆÚ›˙Ô˘ÌÂ ÙÈ˜ ÙÚÂÈ˜ ÏÂ˘Ú¤˜ ÙÔ˘ ‹ ‰‡Ô ÏÂ˘Ú¤˜ Î·È ÙËÓ
ÂÚÈÂ¯fiÌÂÓË ÁˆÓ›· ÙÔ˘˜, ÙfiÙÂ ÌÂ ÙÔ ÓfiÌÔ ÙˆÓ ËÌÈÙfiÓˆÓ ‰ÂÓ ÌÔÚÔ‡ÌÂ Ó· ˘ÔÏÔÁ›ÛÔ˘ÌÂ
Ù· ˘fiÏÔÈ· ÛÙÔÈ¯Â›· ÙÔ˘ ÙÚÈÁÒÓÔ˘, ·ÊÔ‡ ‰Â ÁÓˆÚ›˙Ô˘ÌÂ ÌÈ· ÏÂ˘Ú¿ Î·È ÙËÓ ·¤Ó·ÓÙÈ
ÁˆÓ›· ÙË˜.
∞Ó ÙÔ ÙÚ›ÁˆÓÔ Â›Ó·È ÔÍ˘ÁÒÓÈÔ Î·È Ê¤ÚÔ˘ÌÂ ÙÔ ‡„Ô˜ °¢, ÙfiÙÂ
·fi ÙÔ ¶˘ı·ÁfiÚÂÈÔ ıÂÒÚËÌ· ÛÙÔ ÔÚıÔÁÒÓÈÔ ÙÚ›ÁˆÓÔ ¢μ°
¤¯Ô˘ÌÂ: ·2 = ¢°2 + ¢μ2 (1).
∂ÂÈ‰‹ ¢μ = Á – ∞¢, Ë ÈÛfiÙËÙ· (1) ÁÚ¿ÊÂÙ·È:
·2 = ¢°2 + (Á – ∞¢)2 ‹   ·2 = ¢°2 + Á2 + ∞¢2 – 2Á � ∞¢   (2).
∞fi ÙÔ ÔÚıÔÁÒÓÈÔ ÙÚ›ÁˆÓÔ ∞¢° ¤¯Ô˘ÌÂ:

¢°2 + ∞¢2 = ‚2 Î·È  Û˘Ó∞ = ‹   ∞¢ = ‚Û˘Ó∞.

ÕÚ· Ë ÈÛfiÙËÙ· (2) ÁÚ¿ÊÂÙ·È: 

∏ ÚÔËÁÔ‡ÌÂÓË Û¯¤ÛË ·Ô‰ÂÈÎÓ‡ÂÙ·È fiÙÈ ÈÛ¯‡ÂÈ Î·È fiÙ·Ó ÙÔ ÙÚ›ÁˆÓÔ ∞μ° Â›Ó·È ·Ì‚Ï˘-
ÁÒÓÈÔ ‹ ÔÚıÔÁÒÓÈÔ Î·È ÔÓÔÌ¿˙ÂÙ·È ÓfiÌÔ˜ ÙˆÓ Û˘ÓËÌÈÙfiÓˆÓ.
√ÌÔ›ˆ˜ ·Ô‰ÂÈÎÓ‡ÂÙ·È fiÙÈ ÛÂ Î¿ıÂ ÙÚ›ÁˆÓÔ ∞μ° ÈÛ¯‡Ô˘Ó

‚2 = Á2 + ·2 – 2Á·Û˘Óμ
Á2 = ·2 + ‚2 – 2·‚Û˘Ó°

·2 = ‚2 + Á2 – 2‚ÁÛ˘Ó∞

∞¢
‚

μ

6 � 0,94
8

6ËÌ70Æ
8

6
ËÌ°

8
ËÌ70Æ

Á
ËÌ°

·
ËÌ∞

Γενικά
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2.4 ¡fiÌÔ˜ ÙˆÓ ËÌÈÙfiÓˆÓ – ¡fiÌÔ˜ ÙˆÓ Û˘ÓËÌÈÙfiÓˆÓ

B °

A

Á 
=

 6

· = 8

70Æ

∞ μ

°

¢ Á

‚ ·



ªÂ ÙÔ ÓfiÌÔ ÙˆÓ Û˘ÓËÌÈÙfiÓˆÓ, ·Ó Û’ ¤Ó· ÙÚ›ÁˆÓÔ ÁÓˆÚ›˙Ô˘ÌÂ ÙÈ˜ ÙÚÂÈ˜ ÏÂ˘Ú¤˜ ÙÔ˘ ‹ ‰‡Ô
ÏÂ˘Ú¤˜ Î·È ÙËÓ ÂÚÈÂ¯fiÌÂÓË ÁˆÓ›· ÙÔ˘˜, ÙfiÙÂ ÌÔÚÔ‡ÌÂ Ó· ˘ÔÏÔÁ›ÛÔ˘ÌÂ Ù· ˘fiÏÔÈ·
ÚˆÙÂ‡ÔÓÙ· ÛÙÔÈ¯Â›· ÙÔ˘.

°È· ·Ú¿‰ÂÈÁÌ·, ·Ó ÛÙÔ ÙÚ›ÁˆÓÔ ∞μ° Â›Ó·È · = 9 cm,
‚ = 7 cm  Î·È  Á = 6 cm, ÙfiÙÂ ÌÔÚÔ‡ÌÂ Ó· ˘ÔÏÔ-
Á›ÛÔ˘ÌÂ ÙÈ˜ ÁˆÓ›Â˜ ÙÔ˘.
¶.¯. ÁÈ· Ó· ˘ÔÏÔÁ›ÛÔ˘ÌÂ ÙË ÁˆÓ›· 

∧

μ ¤¯Ô˘ÌÂ:
‚2 = Á2 + ·2 – 2Á·Û˘Óμ  ‹ 
72 = 62 + 92 – 2 � 6 � 9 � Û˘Óμ  ‹  
49 = 36 + 81 – 108 � Û˘Óμ ‹  108 Û˘Óμ = 68  ‹ 

Û˘Óμ = = 0,629. ∞fi ÙÔ˘˜ ÙÚÈÁˆÓÔÌÂÙÚÈÎÔ‡˜ ›Ó·ÎÂ˜ ‰È·ÈÛÙÒÓÔ˘ÌÂ fiÙÈ  
∧

μ = 51Æ.

™Â ÙÚ›ÁˆÓÔ ∞μ° Â›Ó·È  
∧

∞ = 120Æ,   
∧

μ = 45Æ  Î·È  · = 30 cm. N· ˘ÔÏÔÁÈÛÙÂ› Ë ÁˆÓ›·
∧

° Î·È Ë ÏÂ˘Ú¿ ‚.

Λύση
∞fi ÙË Û¯¤ÛË  

∧

∞ + 
∧

μ + 
∧

° = 180Æ ¤¯Ô˘ÌÂ
120Æ+ 45Æ+ 

∧

° = 180Æ  ‹ 
∧

° = 180Æ– 165Æ   ‹    
∧

° = 15Æ.
∞fi ÙÔ ÓfiÌÔ ÙˆÓ ËÌÈÙfiÓˆÓ ¤¯Ô˘ÌÂ

= ‹   = ‹    ‚ � ËÌ120Æ = 30 � ËÌ45Æ   (1).

∂ÂÈ‰‹ ËÌ120Æ = ËÌ(180Æ– 60Æ) = ËÌ60Æ= Î·È ËÌ45Æ= Ë ÈÛfiÙËÙ· (1)
ÁÚ¿ÊÂÙ·È:

‚ � = 30 � ‹  ‚ = ‹  ‚ = ‹  ‚ = 10��6 cm. 

¢‡Ô Ê¿ÚÔÈ º1, º2 ·¤¯Ô˘Ó ÌÂÙ·Í‡ ÙÔ˘˜ 10 Ì›ÏÈ·.
ŒÓ· ÏÔ›Ô ¶ ‚Ú›ÛÎÂÙ·È ÛÂ ÌÈ· ı¤ÛË, fiˆ˜ Ê·›ÓÂÙ·È ÛÙÔ
Û¯‹Ì·. ¡· ˘ÔÏÔÁÈÛÙÔ‡Ó ÔÈ ·ÔÛÙ¿ÛÂÈ˜ x, y ÙÔ˘
ÏÔ›Ô˘ ·fi Î¿ıÂ Ê¿ÚÔ.

Λύση
™ÙÔ ÙÚ›ÁˆÓÔ ¶º1º2 ¤¯Ô˘ÌÂ ˆ + 59Æ + 75Æ = 180Æ,
ÔfiÙÂ ˆ = 46Æ. ∞fi ÙÔ ÓfiÌÔ ÙˆÓ ËÌÈÙfiÓˆÓ ¤¯Ô˘ÌÂ

= = . 
y

ËÌ59Æ
x

ËÌ75Æ
10

ËÌ46Æ

2

30��6
3

30��2
��3

��2
2

��3
2

��2
2

��3
2

‚
ËÌ45Æ

30
ËÌ120Æ

‚
ËÌμ

·
ËÌ∞

1

ΠΑΡΑΔΕΙΓΜΑΤΑ – ΕΦΑΡΜΟΓΕΣ

68
108
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M¤ÚÔ˜ μ - ∫ÂÊ¿Ï·ÈÔ 2Ô

B °

A

Á 
=

 6
 cm

· = 9 cm

‚ = 7 cm

∞

°
· = 30 cm

120ÆÁ ‚

B 45Æ

¶

x
y

º1

º2

10
59Æ

75Æ

ˆ



∞fi ÙËÓ ÈÛfiÙËÙ· = ¤¯Ô˘ÌÂ x= ‹ x= =13,44 Ì›ÏÈ·.

∞fi ÙËÓ ÈÛfiÙËÙ· = ¤¯Ô˘ÌÂ y= ‹ y= =11,92 Ì›ÏÈ·.

∂ÔÌ¤Óˆ˜ ÙÔ ÏÔ›Ô ¶ ·¤¯ÂÈ ·fi ÙÔ Ê¿ÚÔ º1 13,44 Ì›ÏÈ· Î·È ·fi ÙÔ Ê¿ÚÔ º2 11,92 Ì›ÏÈ·.

™Â ÙÚ›ÁˆÓÔ ∞μ° Â›Ó·È 
∧

∞ = 60Æ, ‚ = 4 cm Î·È Á = 2 cm. N· ˘ÔÏÔÁÈÛÙÂ› Ë ÏÂ˘Ú¿
· Î·È ÔÈ ÁˆÓ›Â˜ 

∧

μ, 
∧

°.

Λύση
∞fi ÙÔ ÓfiÌÔ ÙˆÓ Û˘ÓËÌÈÙfiÓˆÓ ¤¯Ô˘ÌÂ:

·2 = ‚2 + Á2 – 2‚ÁÛ˘Ó∞  ‹   ·2 = 42 + 22 – 2 � 4 � 2 � Û˘Ó60Æ

‹   ·2 = 16 + 4 – 16 � ‹  ·2 = 12. 

ÕÚ·   · = ��12    ‰ËÏ·‰‹    · = 2��3 cm.

√ÌÔ›ˆ˜ ¤¯Ô˘ÌÂ:

‚2 = Á2 + ·2 – 2Á·Û˘Óμ   ‹   42 = 22 + (2��3)2 – 2 � 2��3 � 2 � Û˘Óμ  ‹

16 = 4 + 12 – 8��3 � Û˘Óμ  ‹  8��3 � Û˘Óμ = 0  ‹  Û˘Óμ = 0, ÔfiÙÂ  
∧

μ = 90Æ.

∞ÊÔ‡  
∧

∞ + 
∧

μ + 
∧

° = 180Æ  Î·È  
∧

∞ = 60Æ, 
∧

μ = 90Æ, ¤¯Ô˘ÌÂ 
∧

° = 30Æ.

¢‡Ô ‰˘Ó¿ÌÂÈ˜ F1 = 4 N  Î·È  F2 = 3 N ÂÊ·ÚÌfi˙ÔÓÙ·È Û’ ¤Ó· ˘ÏÈÎfi ÛËÌÂ›Ô √ Î·È
Û¯ËÌ·Ù›˙Ô˘Ó ÁˆÓ›· ˆ = 60Æ. ¡· ˘ÔÏÔÁÈÛÙÂ› Ë Û˘ÓÈÛÙ·Ì¤ÓË ÙÔ˘˜ F.

Λύση
H Û˘ÓÈÛÙ·Ì¤ÓË F ÙˆÓ ‰˘Ó¿ÌÂˆÓ F1, F2,
fiˆ˜ Ê·›ÓÂÙ·È ÛÙÔ Û¯‹Ì·, Â›Ó·È Ë ‰È·ÁÒÓÈÔ˜
ÙÔ˘ ·Ú·ÏÏËÏÔÁÚ¿ÌÌÔ˘ √∞™μ. ∞fi ÙÔ
ÓfiÌÔ ÙˆÓ Û˘ÓËÌÈÙfiÓˆÓ ÛÙÔ ÙÚ›ÁˆÓÔ √μ™ Î·È
ÂÂÈ‰‹ μ™ = F1, ¤¯Ô˘ÌÂ:
F2 = F1

2 + F2
2 – 2F1F2Û˘Óˆ   (1).

√È ÁˆÓ›Â˜ fiÌˆ˜ ˆ Î·È 60Æ Â›Ó·È
·Ú·ÏËÚˆÌ·ÙÈÎ¤˜, ÔfiÙÂ Û˘Óˆ = –Û˘Ó60Æ
Î·È Ô Ù‡Ô˜ (1) ÁÚ¿ÊÂÙ·È:

F2 = F1
2 + F2

2 + 2F1F2Û˘Ó60Æ  ‹   F2 = 42 + 32 + 2 � 4 � 3 � ‹   F2 = 37,  ÔfiÙÂ

F = ��37 N  ‹  F = 6,08 N.

1
2

4

1
2

3

10 � 0,857
0,719

10 � ËÌ59Æ
ËÌ46Æ

y
ËÌ59Æ

10
ËÌ46Æ

10 � 0,966
0,719

10 � ËÌ75Æ
ËÌ46Æ

x
ËÌ75Æ

10
ËÌ46Æ
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2.4 ¡fiÌÔ˜ ÙˆÓ ËÌÈÙfiÓˆÓ – ¡fiÌÔ˜ ÙˆÓ Û˘ÓËÌÈÙfiÓˆÓ

∞

B

°

Á=
2 

cm

‚=
4 cm

·

60Æ

60Æ

O

B ™

∞F1

F1

FF2

ˆ



¡· ÁÚ¿„ÂÙÂ ÙÔ ÓfiÌÔ ÙˆÓ ËÌÈÙfiÓˆÓ ÛÙÔ ÙÚ›ÁˆÓÔ ÙÔ˘

‰ÈÏ·ÓÔ‡ Û¯‹Ì·ÙÔ˜  – =– =–

¡· ÁÚ¿„ÂÙÂ ÙÔ ÓfiÌÔ ÙˆÓ ËÌÈÙfiÓˆÓ:

·) ÛÙÔ ÙÚ›ÁˆÓÔ ∞μ¢  – =– =–

‚) ÛÙÔ ÙÚ›ÁˆÓÔ ∞¢°  – =– =–

¡· ¯·Ú·ÎÙËÚ›ÛÂÙÂ ÙÈ˜ ·Ú·Î¿Ùˆ ÈÛfiÙËÙÂ˜ ÌÂ (™), ·Ó Â›Ó·È ÛˆÛÙ¤˜ ‹ ÌÂ (§), ·Ó Â›Ó·È
Ï·Óı·ÛÌ¤ÓÂ˜:
·) ™Â Î¿ıÂ ÙÚ›ÁˆÓÔ ∞μ° ÈÛ¯‡ÂÈ ·ËÌμ = ‚ËÌ∞.

‚) ∞Ó ÛÂ ÙÚ›ÁˆÓÔ ∞μ° Â›Ó·È 
∧

∞ = 60Æ, 
∧

° = 100Æ, ÙfiÙÂ = .            

Á) ™Â Î¿ıÂ ÙÚ›ÁˆÓÔ ∞μ° ÈÛ¯‡ÂÈ 2‚ÁÛ˘Ó∞ = ‚2 + Á2 – ·2.
‰) ∞Ó ÛÂ ÙÚ›ÁˆÓÔ ∞μ° Â›Ó·È 

∧

∞ = 70Æ,  
∧

° = 80Æ, ÙfiÙÂ ÈÛ¯‡ÂÈ
‚2 = Á2 + ·2 – 2Á·Û˘Ó80Æ.

Â) ∞Ó ÛÂ ÙÚ›ÁˆÓÔ ∞μ° Â›Ó·È 
∧

° = 60Æ, ÙfiÙÂ ÈÛ¯‡ÂÈ Á2 = ·2 + ‚2 – ·‚.

¡· Û˘ÌÏËÚÒÛÂÙÂ ÙÈ˜ ·Ú·Î¿Ùˆ ÈÛfiÙËÙÂ˜ Û‡ÌÊˆÓ· ÌÂ 
ÙÔ ÓfiÌÔ ÙˆÓ Û˘ÓËÌÈÙfiÓˆÓ:
x2 = .................. y2 = .................. ˆ2 = .................. 

¡· Û˘ÌÏËÚÒÛÂÙÂ ÙÈ˜ ·Ú·Î¿Ùˆ ÚÔÙ¿ÛÂÈ˜
·) ∏ ÁˆÓ›· x ˘ÔÏÔÁ›˙ÂÙ·È ÌÂ ÙÔ ÓfiÌÔ ÙˆÓ ..................

·fi ÙËÓ ÈÛfiÙËÙ· ..................

‚) ∏ ÏÂ˘Ú¿ x ˘ÔÏÔÁ›˙ÂÙ·È ÌÂ ÙÔ ÓfiÌÔ ÙˆÓ ..................
·fi ÙËÓ ÈÛfiÙËÙ· ..................

Á) ∏ ÁˆÓ›· x ˘ÔÏÔÁ›˙ÂÙ·È ÌÂ ÙÔ ÓfiÌÔ ÙˆÓ ..................
·fi ÙËÓ ÈÛfiÙËÙ· ..................

‰) ∏ ÏÂ˘Ú¿ x ˘ÔÏÔÁ›˙ÂÙ·È ÌÂ ÙÔ ÓfiÌÔ ÙˆÓ ..................
·fi ÙËÓ ÈÛfiÙËÙ· ..................

5

4

Á
ËÌ20Æ

‚
ËÌ100Æ

3

2

1

EΡΩΤΗΣΕΙΣ ΚΑΤΑΝΟΗΣΗΣ

248

M¤ÚÔ˜ μ - ∫ÂÊ¿Ï·ÈÔ 2Ô

ˆ

x

y

30Æ

80Æ

30Æ
20Æ

70Æ

∞

μ
¢

°

12

x

5

4

10

75Æ

60Æ

yˆ

x

60Æ

x

5
50Æ

4 6

x

x 10

70Æ

60Æ



¡· ˘ÔÏÔÁ›ÛÂÙÂ ÙÔ x ÛÂ Î·ıÂÌÈ¿ ·fi ÙÈ˜ ·Ú·Î¿Ùˆ ÂÚÈÙÒÛÂÈ˜:
·) ‚) Á)

¡· ˘ÔÏÔÁ›ÛÂÙÂ ÙÔ x ÛÂ Î·ıÂÌÈ¿ ·fi ÙÈ˜ ·Ú·Î¿Ùˆ ÂÚÈÙÒÛÂÈ˜:
·) ‚) Á)

¡· ˘ÔÏÔÁ›ÛÂÙÂ ÙÈ˜ ˘fiÏÔÈÂ˜ ÁˆÓ›Â˜ ÙÔ˘ ÙÚÈÁÒÓÔ˘ ∞μ°, fiÙ·Ó:
·) · = 2,  ‚ = ��2  Î·È 

∧

μ = 30Æ ‚) ‚ = ��2 ,  Á = ��3  Î·È  
∧

° = 60Æ.

∞Ó ÛÂ ÙÚ›ÁˆÓÔ ∞μ° Â›Ó·È 
∧

μ = 30Æ, ‚ = 10, · = 10��3, ÙfiÙÂ Ó· ·Ô‰Â›ÍÂÙÂ fiÙÈ ÙÔ
ÙÚ›ÁˆÓÔ Â›Ó·È ÔÚıÔÁÒÓÈÔ ‹ ÈÛÔÛÎÂÏ¤˜.

N· ˘ÔÏÔÁ›ÛÂÙÂ ÙÔ Ì‹ÎÔ˜ ÙË˜ ‰È·‰ÚÔÌ‹˜ x
ÙÔ˘ ÂÓ·¤ÚÈÔ˘ ÛÈ‰ËÚÔ‰ÚfiÌÔ˘ ÛÙÔ ‰ÈÏ·Ófi
Û¯‹Ì·. (¡· ¯ÚËÛÈÌÔÔÈ‹ÛÂÙÂ ÙÚÈÁˆÓÔÌÂ-
ÙÚÈÎÔ‡˜ ›Ó·ÎÂ˜).

ŒÓ·˜ Ì·ıËÙ‹˜ ·Â˘ı˘ÓfiÌÂÓÔ˜ ÛÙÔÓ Î·ıËÁËÙ‹ ÙÔ˘ ÙˆÓ ª·ıËÌ·ÙÈÎÒÓ Â›Â:
– ∫‡ÚÈÂ, ÛÂ ¤Ó· ‚È‚Ï›Ô ‚Ú‹Î· ÌÈ· ¿ÛÎËÛË ÛÙËÓ ÔÔ›· ¤‰ÈÓÂ ¤Ó· ÙÚ›ÁˆÓÔ ∞μ° ÌÂ

· = 12, ‚ = 6, 
∧

μ = 60Æ Î·È ˙ËÙÔ‡ÛÂ Ó· ‚ÚÂıÔ‡Ó Ù· ˘fiÏÔÈ· ÛÙÔÈ¯Â›· ÙÔ˘.
¶Ò˜ Ï‡ÓÂÙ·È;

√ Î·ıËÁËÙ‹˜ ·ÊÔ‡ Â›‰Â ÙËÓ ¿ÛÎËÛË ÙÔ‡ Â›Â:
– ∫¿ÔÈÔ Ï¿ıÔ˜ ¤¯ÂÈ˜ Î¿ÓÂÈ, ÁÈ·Ù› ‰ÂÓ ˘¿Ú¯ÂÈ Ù¤ÙÔÈÔ ÙÚ›ÁˆÓÔ.
¶Ò˜ ÙÔ Î·Ù¿Ï·‚Â Ô Î·ıËÁËÙ‹˜;

√È ‰˘Ó¿ÌÂÈ˜ F1, F2 ¤¯Ô˘Ó Û˘ÓÈÛÙ·Ì¤ÓË F = 10 N
Ô˘ Û¯ËÌ·Ù›˙ÂÈ ÌÂ ÙËÓ F1 ÁˆÓ›· 28Æ Î·È ÌÂ ÙËÓ F2

ÁˆÓ›· 35Æ. ¡· ˘ÔÏÔÁ›ÛÂÙÂ ÙÈ˜ ‰˘Ó¿ÌÂÈ˜ F1, F2.
(¡· ¯ÚËÛÈÌÔÔÈ‹ÛÂÙÂ ÙÚÈÁˆÓÔÌÂÙÚÈÎÔ‡˜ ›Ó·ÎÂ˜).

7

6

5

4

3

2

1
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2.4 ¡fiÌÔ˜ ÙˆÓ ËÌÈÙfiÓˆÓ – ¡fiÌÔ˜ ÙˆÓ Û˘ÓËÌÈÙfiÓˆÓ

200 m

130Æ 30Æ

Ã

4

8

x

30Æ

120Æ

5��3 x

6
x

60Æ

x 4
15

45Æ 30Æ 120Æ

45Æ

x

x8
75Æ

45Æ

5

F1

O F2

F

28Æ
35Æ

3��3



ŒÓ·˜ ÙÔÔÁÚ¿ÊÔ˜ ÁÈ· Ó· ÌÂÙÚ‹ÛÂÈ ÙÔ
‡„Ô˜ ÂÓfi˜ „ËÏÔ‡ ÎÙÈÚ›Ô˘ ÙÔÔı¤ÙËÛÂ ÙÔ
ÁˆÓÈfiÌÂÙÚfi ÙÔ˘ ÛÙÔ ÛËÌÂ›Ô ∞ Î·È ‚Ú‹ÎÂ
ÙË ÁˆÓ›· E

∧

°Z = 46Æ. ™ÙË Û˘Ó¤¯ÂÈ· ÌÂÙ·ÎÈ-
Ó‹ıËÎÂ Î·Ù¿ 30 m, ÙÔÔı¤ÙËÛÂ ÙÔ ÁˆÓÈfi-
ÌÂÙÚÔ ÛÙË ı¤ÛË μ Î·È ‚Ú‹ÎÂ ÙË ÁˆÓ›·
E

∧

¢° = 26Æ. ¶ÔÈÔ ‹Ù·Ó ÙÔ ‡„Ô˜ ÙÔ˘ ÎÙÈÚ›Ô˘,
·Ó ÙÔ ÁˆÓÈfiÌÂÙÚÔ ¤¯ÂÈ ‡„Ô˜ 1,4 m.
(¡· ¯ÚËÛÈÌÔÔÈ‹ÛÂÙÂ ÙÚÈÁˆÓÔÌÂÙÚÈÎÔ‡˜
›Ó·ÎÂ˜).

¡· ˘ÔÏÔÁ›ÛÂÙÂ ÙÔ x ÛÂ Î·ıÂÌÈ¿ ·fi ÙÈ˜ ·Ú·Î¿Ùˆ ÂÚÈÙÒÛÂÈ˜:
·) ‚) Á)                      ‰)

¡· ˘ÔÏÔÁ›ÛÂÙÂ ÙÈ˜ ›ÛÂ˜ ÏÂ˘Ú¤˜ ‚, Á ÈÛÔÛÎÂÏÔ‡˜ ÙÚÈÁÒÓÔ˘ ∞μ°, ·Ó  
∧

∞ = 120Æ Î·È
· = 3��3.

™Â Î‡ÎÏÔ ÌÂ ·ÎÙ›Ó· R = 10 cm, Ë ¯ÔÚ‰‹ ∞μ ·ÓÙÈÛÙÔÈ¯Â›
ÛÂ ÙfiÍÔ 120Æ. ¡· ˘ÔÏÔÁ›ÛÂÙÂ ÙÔ Ì‹ÎÔ˜ ÙË˜ ¯ÔÚ‰‹˜.

¡· ˘ÔÏÔÁ›ÛÂÙÂ ÙÈ˜ ‰È·ÁˆÓ›Ô˘˜ ·Ú·ÏÏËÏÔÁÚ¿ÌÌÔ˘ ∞μ°¢ ÌÂ ∞μ=4, μ°=3 Î·È
∧

∞ = 120Æ.

ªÈ· ÙÂ¯ÓÈÎ‹ ÂÙ·ÈÚÂ›· ı¤ÏÂÈ Ó· Î·Ù·ı¤ÛÂÈ ÌÈ· ÚÔÛÊÔ-
Ú¿ ÁÈ· ÙËÓ Î·Ù·ÛÎÂ˘‹ ÌÈ·˜ Û‹Ú·ÁÁ·˜ ∞μ. ŒÓ·˜
ÌË¯·ÓÈÎfi˜ ÙË˜ ÂÙ·ÈÚÂ›·˜ ÌÂ ÙÔ˘˜ Û˘ÓÂÚÁ¿ÙÂ˜ ÙÔ˘
¤ÛÙËÛÂ ¤Ó· ÁˆÓÈfiÌÂÙÚÔ ÛÙË ı¤ÛË ª Ô˘ Ë ·fiÛÙ·Û‹
ÙÔ˘ ·fi ÙÔ ∞ ‹Ù·Ó 100 m Î·È ·fi ÙÔ μ ‹Ù·Ó 154 m.
∞ÊÔ‡ Ì¤ÙÚËÛÂ ÙË ÁˆÓ›· ∞

∧

Mμ = 73Æ, ÈÛ¯˘Ú›ÛÙËÎÂ fiÙÈ ÌÂ
·˘Ù¿ Ù· ÛÙÔÈ¯Â›· ÌÔÚÔ‡ÛÂ Ó· ˘ÔÏÔÁ›ÛÂÈ ÙÔ Ì‹ÎÔ˜
ÙË˜ Û‹Ú·ÁÁ·˜. ∂›¯Â ‰›ÎÈÔ ‹ ¿‰ÈÎÔ; ¶fiÛÔ ‹Ù·Ó ÙÂÏÈÎ¿ ÙÔ
Ì‹ÎÔ˜ ÙË˜ Û‹Ú·ÁÁ·˜; (¡· ¯ÚËÛÈÌÔÔÈ‹ÛÂÙÂ ÙÚÈÁˆÓÔÌÂÙÚÈÎÔ‡˜ ›Ó·ÎÂ˜).

13

12

11

10

9

8
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∂

∑°¢

μ ∞

∞
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B

ª

26Æ 46Æ

30 m
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√

∞ μ

7

7

45Æ

x3��2
2��3

x

x

4

5

3

30Æ
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ŒÓ·˜ ˘ÚÔÛ‚ÂÛÙ‹Ú·˜ ·˘ÙfiÌ·ÙË˜ Î·Ù¿Û‚ÂÛË˜
ÚfiÎÂÈÙ·È Ó· ÛÙËÚÈ¯ÙÂ› ¿Óˆ ·fi ÙÔÓ Î·˘ÛÙ‹Ú·
ÂÓfi˜ Î·ÏÔÚÈÊ¤Ú. ŒÓ·˜ ÙÂ¯ÓÈÎfi˜ ı¤ÏÂÈ Ó· Î·Ù·-
ÛÎÂ˘¿ÛÂÈ ÙË ‚¿ÛË ÛÙ‹ÚÈÍ‹˜ ÙÔ˘ Î·È ‰È·ı¤ÙÂÈ ÙÚÂÈ˜
ÌÂÙ·ÏÏÈÎ¤˜ ‚¤ÚÁÂ˜ ∞μ = 0,70 m,  ∞° = 1,30 m Î·È
μ° = 1,80 m. °È· Ó· ÎÔÏÏ‹ÛÂÈ fiÌˆ˜ Î·Ù¿ÏÏËÏ·
ÙÈ˜ ‚¤ÚÁÂ˜ ∞μ, ∞°, fiˆ˜ Ê·›ÓÂÙ·È ÛÙÔ Û¯‹Ì·,
Ú¤ÂÈ Ó· ÁÓˆÚ›˙ÂÈ ÙË ÁˆÓ›· ˆ. ªÔÚÂ›ÙÂ ÂÛÂ›˜
Ó· ÙËÓ ˘ÔÏÔÁ›ÛÂÙÂ, ÒÛÙÂ Ó· ‚ÔËı‹ÛÂÙÂ ÙÔÓ
ÙÂ¯ÓÈÎfi; (¡· ¯ÚËÛÈÌÔÔÈ‹ÛÂÙÂ ÙÚÈÁˆÓÔÌÂÙÚÈÎÔ‡˜
›Ó·ÎÂ˜).

YÔÏÔÁÈÛÌfi˜ ÙË˜ ·fiÛÙ·ÛË˜ ·ÚfiÛÈÙˆÓ ÛËÌÂ›ˆÓ.
ÀÔÏÔÁÈÛÌfi˜ ÙÔ˘ ‡„Ô˘˜ ÂÓfi˜ „ËÏÔ‡ ÎÙÈÚ›Ô˘, ÂÓfi˜ ‚Ô˘ÓÔ‡, ÙË˜ ·fiÛÙ·ÛË˜ ‰‡Ô
˘Ê¿ÏˆÓ, ‰‡Ô Ê¿ÚˆÓ Î.Ù.Ï.

¡· ·Ô‰Â›ÍÂÙÂ fiÙÈ:
·) (1 – ËÌx + Û˘Óx)2 = 2(1 – ËÌx)(1 + Û˘Óx) ‚) + = 

™Â ÔÚıÔÎ·ÓÔÓÈÎfi Û‡ÛÙËÌ· ·ÍfiÓˆÓ √xy ‰›ÓÂÙ·È ÙÔ ÛËÌÂ›Ô ∞(4, 0) Î·È ÙÔ ÛËÌÂ›Ô ª
Ô˘ ¤¯ÂÈ ÙÂÙÌËÌ¤ÓË –5 Î·È Ë ·fiÛÙ·Û‹ ÙÔ˘ ·fi ÙÔ √ Â›Ó·È 13. ∞Ó ˆ Â›Ó·È Ë ÁˆÓ›·
∞

∧

Oª, Ó· ˘ÔÏÔÁ›ÛÂÙÂ ÙÔ Û˘Óˆ Î·È ÙËÓ ·fiÛÙ·ÛË ∞ª.

™Â ÙÚ›ÁˆÓÔ ∞μ° Â›Ó·È μ° = 30 cm,  
∧

μ = 45Æ  Î·È  
∧

° = 75Æ. ¡· ¯·Ú¿ÍÂÙÂ ÙË ‰È¯ÔÙfiÌÔ
∞¢ ÙÔ˘ ÙÚÈÁÒÓÔ˘ ∞μ°, Ó· ÂÍËÁ‹ÛÂÙÂ ÁÈ·Ù› ÙÔ ÙÚ›ÁˆÓÔ
∞¢° Â›Ó·È ÈÛÔÛÎÂÏ¤˜ Î·È Ó· ˘ÔÏÔÁ›ÛÂÙÂ ÙÔ Ì‹ÎÔ˜ ÙË˜
‰È¯ÔÙfiÌÔ˘ ∞¢.

∞Ó ∞¢ ‰È¯ÔÙfiÌÔ˜ ÙÚÈÁÒÓÔ˘ ∞μ°, Ó· ·Ô‰Â›ÍÂÙÂ fiÙÈ:

·) = ‚) = Á) = μ¢
°¢

Á
‚

ËÌˆ
ËÌ∞2

‚
°¢

ËÌÊ
ËÌ∞1

Á
μ¢

4

3

2

2
ËÌx

ËÌx
1 + Û˘Óx

1 + Û˘Óx
ËÌx

1

°∂¡π∫∂™ ∞™∫∏™∂π™ 2Ô˘ ∫∂º∞§∞π√À

ΘΕΜΑ:

ΔΙΑΘΕΜΑΤΙΚΟ ΣΧΕΔΙΟ ΕΡΓΑΣΙΑΣ
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2.4 ¡fiÌÔ˜ ÙˆÓ ËÌÈÙfiÓˆÓ – ¡fiÌÔ˜ ÙˆÓ Û˘ÓËÌÈÙfiÓˆÓ

A Fire
STOP

B

°

1,30 m

1,80 mˆ

∞

μ °
¢

Ê ˆ

‚
Á

1 2

0,
70

 m



·) ¡· ·Ô‰Â›ÍÂÙÂ fiÙÈ ÙÔ ÂÌ‚·‰fiÓ ÙÔ˘ ÙÚÈÁÒÓÔ˘ ∞μ° ÙÔ˘

‰ÈÏ·ÓÔ‡ Û¯‹Ì·ÙÔ˜ Â›Ó·È ∂ = ‚Á ËÌ∞.

‚) ¡· ˘ÔÏÔÁ›ÛÂÙÂ ÙËÓ ÁˆÓ›· 
∧

∞ Î·È ÙÔ
ÂÌ‚·‰fiÓ ÙÔ˘ Î‹Ô˘ ∞μ° ÙÔ˘ ‰ÈÏ·ÓÔ‡
Û¯‹Ì·ÙÔ˜.

·) ∞Ó Û’ ¤Ó· ÙÚ›ÁˆÓÔ ∞μ° ÈÛ¯‡ÂÈ ËÌ2∞ = ËÌ2μ + ËÌ2°, ÙfiÙÂ Ó· ·Ô‰ÂÈÍÂÙÂ fiÙÈ ÙÔ
ÙÚ›ÁˆÓÔ Â›Ó·È ÔÚıÔÁÒÓÈÔ.

‚) ∞Ó Û’ ¤Ó· ÙÚ›ÁˆÓÔ ∞μ° ÈÛ¯‡ÂÈ ËÌ(μ + °) + Û˘Ó(μ – °) = 2, ÙfiÙÂ Ó· ·Ô‰Â›ÍÂÙÂ
fiÙÈ ÙÔ ÙÚ›ÁˆÓÔ Â›Ó·È ÔÚıÔÁÒÓÈÔ Î·È ÈÛÔÛÎÂÏ¤˜.

™Â Î¿ıÂ ÙÚ›ÁˆÓÔ ∞μ° Ó· ·Ô‰Â›ÍÂÙÂ fiÙÈ:
·) ·(ËÌμ – ËÌ°) + ‚(ËÌ° – ËÌ∞) + Á(ËÌ∞ – ËÌμ) = 0 ‚) · = ‚Û˘Ó° + ÁÛ˘Óμ

Á) ‚2 – Á2 = ·(‚Û˘Ó° – ÁÛ˘Óμ) ‰) + + = 

¡· ‚ÚÂ›ÙÂ ÙÈ˜ ÏÂ˘Ú¤˜ ÙÚÈÁÒÓÔ˘ ∞μ°, ·Ó Ù· Ì‹ÎË ÙÔ˘˜ Â›Ó·È ‰È·‰Ô¯ÈÎÔ› Ê˘ÛÈÎÔ›

·ÚÈıÌÔ›, Ë Á Â›Ó·È Ë ÌÈÎÚfiÙÂÚË ÏÂ˘Ú¿ Î·È Û˘Ó° = . 

¢‡Ô Ê›ÏÔÈ ÙÔÔı¤ÙËÛ·Ó Ù· ÁˆÓÈfiÌÂÙÚ¿ ÙÔ˘˜
ÛÙÈ˜ ı¤ÛÂÈ˜ ∞, μ ÌÈ·˜ ·ÎÙ‹˜ Î·È ·Ú·Ù‹-
ÚËÛ·Ó ‰‡Ô ‚Ú¿¯Ô˘˜ Ô˘ ÚÔÂÍÂ›¯·Ó ·fi
ÙËÓ ÂÈÊ¿ÓÂÈ· ÙË˜ ı¿Ï·ÛÛ·˜. ∞Ó Ë ·fi-
ÛÙ·ÛË ∞μ ‹Ù·Ó 30 m Î·È Ù· ·ÔÙÂÏ¤ÛÌ·Ù·
ÙˆÓ ÌÂÙÚ‹ÛÂˆÓ ÙÔ˘˜ Ê·›ÓÔÓÙ·È ÛÙÔ ‰ÈÏ·Ófi
Û¯‹Ì·, ÙfiÙÂ Ó· ˘ÔÏÔÁ›ÛÂÙÂ ÙËÓ ·fiÛÙ·ÛË
ÙˆÓ ‰‡Ô ‚Ú¿¯ˆÓ. (¡· ¯ÚËÛÈÌÔÔÈ‹ÛÂÙÂ
ÙÚÈÁˆÓÔÌÂÙÚÈÎÔ‡˜ ›Ó·ÎÂ˜).

9

3
4

8

·2 + ‚2 + Á2

2·‚Á
Û˘Ó°

Á
Û˘Óμ

‚
Û˘Ó∞

·

7

6

1
2

5
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M¤ÚÔ˜ μ - ∫ÂÊ¿Ï·ÈÔ 2Ô

∞

μ °
28 m

12 m
20 m

∞ 30 m B

°

¢

58Æ
49Æ 52Æ

54Æ

∞

μ °

¢

·

‚
Á



™Â ÔÚıÔÎ·ÓÔÓÈÎfi Û‡ÛÙËÌ· ·ÍfiÓˆÓ √xy, ·Ó Â›Ó·È ˆ = x
∧

Oz,
Î·È ª(x, y) Â›Ó·È ¤Ó· ÔÔÈÔ‰‹ÔÙÂ ÛËÌÂ›Ô ÙË˜ ÏÂ˘Ú¿˜ √z,
‰È·ÊÔÚÂÙÈÎfi ·fi ÙÔ √, ÙfiÙÂ:

Ú = √ª = ��x2 + y2 Î·È ËÌˆ = , Û˘Óˆ = , ÂÊˆ = .

¶.¯. ·Ó ª(1, 2), ÙfiÙÂ Ú = ��12 + 22 = ��5,

ËÌˆ = = ,    Û˘Óˆ =  = ,   ÂÊˆ = = 2.

ñ Δ· ÚfiÛËÌ· ÙˆÓ ÙÚÈÁˆÓÔÌÂÙÚÈÎÒÓ ·ÚÈıÌÒÓ
ÌÈ·˜ ÁˆÓ›·˜ ˆ ÌÂ 0Æ � ˆ � 180Æ Ê·›ÓÔÓÙ·È
ÛÙÔ ‰ÈÏ·Ófi ›Ó·Î·:  

ñ √È ·Ú·ÏËÚˆÌ·ÙÈÎ¤˜ ÁˆÓ›Â˜ ¤¯Ô˘Ó ÙÔ ›‰ÈÔ ËÌ›ÙÔÓÔ Î·È ·ÓÙ›ıÂÙÔ˘˜ ÙÔ˘˜ ¿ÏÏÔ˘˜
ÙÚÈÁˆÓÔÌÂÙÚÈÎÔ‡˜ ·ÚÈıÌÔ‡˜. ¢ËÏ·‰‹,

ËÌ(180Æ – ˆ) = ËÌˆ Û˘Óˆ(180Æ – ˆ) = –Û˘Óˆ ÂÊ(180Æ – ˆ) = –ÂÊˆ

¶.¯. ËÌ160Æ = ËÌ20Æ Û˘Ó160Æ = –Û˘Ó20Æ ÂÊ160Æ = –ÂÊ20Æ

ñ √È ‚·ÛÈÎ¤˜ ÙÚÈÁˆÓÔÌÂÙÚÈÎ¤˜ Ù·˘ÙfiÙËÙÂ˜ Â›Ó·È: 

ËÌ2ˆ + Û˘Ó2ˆ = 1 (πÛ¯‡ÂÈ ÁÈ· ÔÔÈ·‰‹ÔÙÂ ÁˆÓ›· ˆ).

ÂÊˆ = (πÛ¯‡ÂÈ ÁÈ· ÔÔÈ·‰‹ÔÙÂ ÁˆÓ›· ˆ ÌÂ Û˘Óˆ � 0)

¶.¯. ËÌ235Æ + Û˘Ó235Æ = 1, ÂÊ35Æ = 

ñ ™Â Î¿ıÂ ÙÚ›ÁˆÓÔ ∞μ° ÈÛ¯‡Ô˘Ó 

– ¡fiÌÔ˜ ÙˆÓ ËÌÈÙfiÓˆÓ: = = 

– ¡fiÌÔ˜ ÙˆÓ Û˘ÓËÌÈÙfiÓˆÓ: ·2 = ‚2 + Á2 – 2‚Á Û˘Ó∞
‚2 = Á2 + ·2 – 2Á· Û˘Óμ
Á2 = ·2 + ‚2 – 2·‚ Û˘Ó°

Á
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‚
ËÌμ

·
ËÌ∞
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2.4 ¡fiÌÔ˜ ÙˆÓ ËÌÈÙfiÓˆÓ – ¡fiÌÔ˜ ÙˆÓ Û˘ÓËÌÈÙfiÓˆÓ
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