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1.1 Πράξεις με πραγματικούς αριθμούς
(επαναλήψεις – συμπληρώσεις)

1.2 Μονώνυμα – Πράξεις με μονώνυμα

1.3 Πολυώνυμα – Πρόσθεση και
Αφαίρεση πολυωνύμων

1.4 Πολλαπλασιασμός πολυωνύμων

1.5 Αξιοσημείωτες ταυτότητες

1.6 Παραγοντοποίηση αλγεβρικών
παραστάσεων

1.7 Διαίρεση πολυωνύμων

1.8 Ε.Κ.Π. και Μ.Κ.Δ. ακεραίων
αλγεβρικών παραστάσεων

1.9 Ρητές αλγεβρικές παραστάσεις

1.10 Πράξεις ρητών παραστάσεων

Γεν ικές  ασκήσε ις  1ου κεφαλα ίου
Επανάληψη – Ανακεφαλα ίωση
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✔Θυμάμαι τους πραγματικούς αριθμούς, τις τεχνικές και
τις βασικές ιδιότητες των πράξεών τους.

✔ Εμπεδώνω τις ιδιότητες των δυνάμεων.
✔ Γνωρίζω τις ιδιότητες των ριζών και μαθαίνω να τις χρησιμοποιώ.

√È Ú·ÁÌ·ÙÈÎÔ› ·ÚÈıÌÔ› Î·È ÔÈ Ú¿ÍÂÈ˜ ÙÔ˘˜ 
¶Ú·ÁÌ·ÙÈÎÔ› ·ÚÈıÌÔ› Â›Ó·È fiÏÔÈ ÔÈ ·ÚÈıÌÔ› Ô˘ ÁÓˆÚ›Û·ÌÂ ÛÙÈ˜ ÚÔËÁÔ‡ÌÂÓÂ˜ Ù¿ÍÂÈ˜.

¶.¯. ,  – ,  7,34,    ��2,    3,    ,    ,    ��4,    –0,5,    1 + ��3,    6,1010010001...

√È Ú·ÁÌ·ÙÈÎÔ› ·ÚÈıÌÔ› ·ÔÙÂÏÔ‡ÓÙ·È ·fi ÙÔ˘˜ ÚËÙÔ‡˜ Î·È ÙÔ˘˜ ¿ÚÚËÙÔ˘˜ ·ÚÈıÌÔ‡˜.

ƒËÙfi˜ Ï¤ÁÂÙ·È Î¿ıÂ ·ÚÈıÌfi˜ Ô˘ ¤¯ÂÈ ‹
ÌÔÚÂ› Ó· ¿ÚÂÈ ÙË ÌÔÚÊ‹ ÂÓfi˜ ÎÏ¿ÛÌ·ÙÔ˜

, fiÔ˘ Ì, Ó ·Î¤Ú·ÈÔÈ ·ÚÈıÌÔ› Î·È Ó � 0.

ÕÚÚËÙÔ˜ Ï¤ÁÂÙ·È Î¿ıÂ ·ÚÈıÌfi˜ Ô˘ ‰ÂÓ
Â›Ó·È ÚËÙfi˜.

∫¿ıÂ Ú·ÁÌ·ÙÈÎfi˜ ·ÚÈıÌfi˜ ·ÚÈÛÙ¿ÓÂÙ·È Ì’ ¤Ó· ÛËÌÂ›Ô ¿Óˆ Û’ ¤Ó·Ó ¿ÍÔÓ·.

∏ ·fiÏ˘ÙË ÙÈÌ‹ ÂÓfi˜ Ú·ÁÌ·ÙÈÎÔ‡ ·ÚÈıÌÔ‡ · Û˘Ì‚ÔÏ›˙ÂÙ·È ÌÂ � ·� Î·È Â›Ó·È ›ÛË ÌÂ ÙËÓ
·fiÛÙ·ÛË ÙÔ˘ ÛËÌÂ›Ô˘, Ô˘ ·ÚÈÛÙ¿ÓÂÈ ÙÔÓ ·ÚÈıÌfi ·, ·fi ÙËÓ ·Ú¯‹ ÙÔ˘ ¿ÍÔÓ·.

°È· ·Ú¿‰ÂÈÁÌ·: �–2 � = 2, � 2� = 2, �0 � = 0, � – � = 

√È Ú¿ÍÂÈ˜ ÛÙÔ˘˜ Ú·ÁÌ·ÙÈÎÔ‡˜ ·ÚÈıÌÔ‡˜
¶ÚfiÛıÂÛË
ñ °È· Ó· ÚÔÛı¤ÛÔ˘ÌÂ ‰‡Ô ÔÌfiÛËÌÔ˘˜ ·ÚÈıÌÔ‡˜, ÚÔÛı¤ÙÔ˘ÌÂ

ÙÈ˜ ·fiÏ˘ÙÂ˜ ÙÈÌ¤˜ ÙÔ˘˜ Î·È ÛÙÔ ¿ıÚÔÈÛÌ¿ ÙÔ˘˜ ‚¿˙Ô˘ÌÂ
ÚfiÛËÌÔ, ÙÔ ÎÔÈÓfi ÙÔ˘˜ ÚfiÛËÌÔ.
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��2,  π,  ,  1+ ��3,  6,1010010001...
��5
3

-5
10

2
1

3
1

734
100

-5
2

5
2

3
4

+7 + 5 = +12
–7 – 5 = –12

0 1 2 3 4–1–2

5
2 4,8

£∂Δπ∫√π ∞ƒπ£ª√πª∏¢∂¡∞ƒ¡∏Δπ∫√π ∞ƒπ£ª√π

��2–3,8

–3

–

–4x� x



ñ °È· Ó· ÚÔÛı¤ÛÔ˘ÌÂ ‰‡Ô ÂÙÂÚfiÛËÌÔ˘˜ ·ÚÈıÌÔ‡˜, ·Ê·ÈÚÔ‡ÌÂ
ÙËÓ ÌÈÎÚfiÙÂÚË ·fiÏ˘ÙË ÙÈÌ‹ ·fi ÙË ÌÂÁ·Ï‡ÙÂÚË Î·È ÛÙË ‰È·-
ÊÔÚ¿ ÙÔ˘˜ ‚¿˙Ô˘ÌÂ ÚfiÛËÌÔ, ÙÔ ÚfiÛËÌÔ ÙÔ˘ ·ÚÈıÌÔ‡ Ô˘
¤¯ÂÈ ÙË ÌÂÁ·Ï‡ÙÂÚË ·fiÏ˘ÙË ÙÈÌ‹.

¶ÔÏÏ·Ï·ÛÈ·ÛÌfi˜
ñ °È· Ó· ÔÏÏ·Ï·ÛÈ¿ÛÔ˘ÌÂ ‰‡Ô ÔÌfiÛËÌÔ˘˜ ·ÚÈıÌÔ‡˜, ÔÏÏ·-

Ï·ÛÈ¿˙Ô˘ÌÂ ÙÈ˜ ·fiÏ˘ÙÂ˜ ÙÈÌ¤˜ ÙÔ˘˜ Î·È ‚¿˙Ô˘ÌÂ ÚfiÛËÌÔ +

ñ °È· Ó· ÔÏÏ·Ï·ÛÈ¿ÛÔ˘ÌÂ ‰‡Ô ÂÙÂÚfiÛËÌÔ˘˜ ·ÚÈıÌÔ‡˜, ÔÏÏ·-
Ï·ÛÈ¿˙Ô˘ÌÂ ÙÈ˜ ·fiÏ˘ÙÂ˜ ÙÈÌ¤˜ ÙÔ˘˜ Î·È ‚¿˙Ô˘ÌÂ ÚfiÛËÌÔ –

√È È‰ÈfiÙËÙÂ˜ ÙË˜ ÚfiÛıÂÛË˜ Î·È ÙÔ˘ ÔÏÏ·Ï·ÛÈ·ÛÌÔ‡
°È· ÙËÓ ÚfiÛıÂÛË Î·È ÙÔÓ ÔÏÏ·Ï·ÛÈ·ÛÌfi ÈÛ¯‡Ô˘Ó ÔÈ È‰ÈfiÙËÙÂ˜:

ÀÂÓı˘Ì›˙Ô˘ÌÂ ·ÎfiÌË fiÙÈ:
ñ · � 0 = 0.
ñ AÓ ·‚ = 0, ÙfiÙÂ · = 0   ‹ ‚ = 0.
ñ ¢‡Ô ·ÚÈıÌÔ› Ô˘ ¤¯Ô˘Ó ¿ıÚÔÈÛÌ· ÌË‰¤Ó, Ï¤ÁÔÓÙ·È ·ÓÙ›ıÂÙÔÈ.
ñ ¢‡Ô ·ÚÈıÌÔ› Ô˘ ¤¯Ô˘Ó ÁÈÓfiÌÂÓÔ ÙË ÌÔÓ¿‰·, Ï¤ÁÔÓÙ·È ·ÓÙ›ÛÙÚÔÊÔÈ.

∞Ê·›ÚÂÛË – ¢È·›ÚÂÛË
√È Ú¿ÍÂÈ˜ ÙË˜ ·Ê·›ÚÂÛË˜ Î·È ÙË˜ ‰È·›ÚÂÛË˜ Á›ÓÔÓÙ·È ÌÂ ÙË ‚Ô‹ıÂÈ· ÙË˜ ÚfiÛıÂÛË˜ Î·È
ÙÔ˘ ÔÏÏ·Ï·ÛÈ·ÛÌÔ‡ ·ÓÙÈÛÙÔ›¯ˆ˜.
ñ °È· Ó· ‚ÚÔ‡ÌÂ ÙË ‰È·ÊÔÚ¿ ‰‡Ô ·ÚÈıÌÒÓ,

ÚÔÛı¤ÙÔ˘ÌÂ ÛÙÔ ÌÂÈˆÙ¤Ô ÙÔÓ ·ÓÙ›ıÂÙÔ ÙÔ˘
·Ê·ÈÚÂÙ¤Ô˘.

ñ °È· Ó· ‚ÚÔ‡ÌÂ ÙÔ ËÏ›ÎÔ ‰‡Ô ·ÚÈıÌÒÓ

(· : ‚, ‹ ÌÂ ‚ � 0), ÔÏÏ·Ï·ÛÈ¿˙Ô˘ÌÂ ÙÔ

‰È·ÈÚÂÙ¤Ô ÌÂ ÙÔÓ ·ÓÙ›ÛÙÚÔÊÔ ÙÔ˘ ‰È·ÈÚ¤ÙË.

‹
· 1
⎯ = · � ⎯
‚  ‚

1   
·  :  ‚  = · � ⎯

‚ 

·
‚

· – ‚ = · + ( –‚)

· (‚ + Á) = · ‚ + · Á∂ÈÌÂÚÈÛÙ ÈÎ‹

1· � ⎯ = 1,    · � 0·· + (–·) = 0

· � 1 = ·· + 0 = ·√˘‰¤ÙÂÚÔ ÛÙÔÈ¯Â›Ô
·(‚Á) = (·‚)Á· + (‚ + Á) = (· + ‚) + Á¶ÚÔÛÂÙ·ÈÚÈÛÙ ÈÎ‹

·‚ = ‚·· + ‚ = ‚ + ·∞ÓÙÈÌÂÙ·ıÂÙÈÎ‹

¶ÔÏÏ·Ï·ÛÈ·ÛÌfi˜¶ÚfiÛıÂÛËπ‰ ÈfiÙËÙ·
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1.1 ¶Ú¿ÍÂÈ˜ ÌÂ Ú·ÁÌ·ÙÈÎÔ‡˜ ·ÚÈıÌÔ‡˜

+5 – 7 = –2
–5 + 7 = +2

(+5) � (+7) = +35
(–5) � (–7) = +35

(+5) � (–7) = –35
(–5) � (+7) = –35

5 – 7 = 5 + (–7) = –2

5 – (–7) = 5 + (+7) = 12

–5 : 15 = –5 � = – = –
1
3

5
15

1
15

–3 ,  3

, 
5
4

4
5



N· ˘ÔÏÔÁÈÛÙÔ‡Ó ÔÈ ·Ú·ÛÙ¿ÛÂÈ˜:

·) (–3) � (– ) – (– + 3) – (+ ) � (– )               ‚) 

Λύση
·) (–3) � (– ) – (– + 3) – (+ ) � (– ) = + + – 3 – (– ) =

= + + – 3 + = + –  + = = 2 

‚) = = = – = –

∞Ó · + ‚ = –3 Î·È Á + ‰ = –5, Ó· ‚ÚÂıÂ› Ë ·ÚÈıÌËÙÈÎ‹ ÙÈÌ‹ ÙË˜ ·Ú¿ÛÙ·ÛË˜

∞ = –(Á – 2·) + 2(‚ – ).
Λύση

∞ = –(Á – 2·) + 2(‚ – ) =
= –Á + 2· + 2‚ – ‰ = (ÂÈÌÂÚÈÛÙÈÎ‹ È‰ÈfiÙËÙ·)
= 2· + 2‚ – Á – ‰ = (·ÓÙÈÌÂÙ·ıÂÙÈÎ‹ È‰ÈfiÙËÙ·)
= 2(· + ‚) – (Á + ‰) = (ÂÈÌÂÚÈÛÙÈÎ‹ È‰ÈfiÙËÙ·)
= 2(–3) – (–5) =
= – 6 + 5 =
= – 1

¡· Û˘ÌÏËÚÒÛÂÙÂ ÙÔÓ ·Ú·Î¿Ùˆ ›Ó·Î· ÛËÌÂÈÒÓÔÓÙ·˜ «x» ÛÙËÓ Î·Ù¿ÏÏËÏË ı¤ÛË.

¡· Û˘ÌÏËÚÒÛÂÙÂ ÙÈ˜ ÈÛfiÙËÙÂ˜:
·) –3 + 7 = ..... ‚) –6 + 6 = ..... Á) –2 – 9 = .....

‰) (–2) � = ..... Â) 0 � (– ) = ..... ÛÙ) (– ) � (– ) = .....

˙)(–6) : (– )= ..... Ë) (– ) : (+4)= ..... ı) (– ) : (+ )= .....4
3

4
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ÕÚÚËÙÔ˜
ƒËÙfi˜

∞Î¤Ú·ÈÔ˜

22
73,14��16��3–0,80,�361
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EΡΩΤΗΣΕΙΣ ΚΑΤΑΝΟΗΣΗΣ
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ΠΑΡΑΔΕΙΓΜΑΤΑ – ΕΦΑΡΜΟΓΕΣ
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¡· Û˘ÌÏËÚÒÛÂÙÂ ÙÈ˜ ÈÛfiÙËÙÂ˜:
·) (–3 � 2 – 5)x = ........ ‚) –3(2 – 5x) = ........          Á) –3(2 – 5)x =........
‰) –2(x ... .....) = ..... + 6 Â) (3 + x)(2 + y) = ........ ÛÙ) 4(... + ...) = 12x + 8

¡· ÂÈÏ¤ÍÂÙÂ ÙË ÛˆÛÙ‹ ·¿ÓÙËÛË:
i) AÓ ‰‡Ô ·ÚÈıÌÔ› Â›Ó·È ·ÓÙ›ıÂÙÔÈ, ÙfiÙÂ:

·) Â›Ó·È ÔÌfiÛËÌÔÈ ‚) ¤¯Ô˘Ó ›ÛÂ˜ ·fiÏ˘ÙÂ˜ ÙÈÌ¤˜
Á) ¤¯Ô˘Ó ÁÈÓfiÌÂÓÔ ÌË‰¤Ó ‰) ¤¯Ô˘Ó ÁÈÓfiÌÂÓÔ ÙË ÌÔÓ¿‰·.

ii) AÓ ‰‡Ô ·ÚÈıÌÔ› Â›Ó·È ·ÓÙ›ÛÙÚÔÊÔÈ, ÙfiÙÂ:
·) Â›Ó·È ÂÙÂÚfiÛËÌÔÈ ‚) ¤¯Ô˘Ó ¿ıÚÔÈÛÌ· ÌË‰¤Ó
Á) ¤¯Ô˘Ó ›ÛÂ˜ ·fiÏ˘ÙÂ˜ ÙÈÌ¤˜ ‰) ¤¯Ô˘Ó ÁÈÓfiÌÂÓÔ ÙË ÌÔÓ¿‰·.

¡· ¯·Ú·ÎÙËÚ›ÛÂÙÂ ÙÈ˜ ·Ú·Î¿Ùˆ ÚÔÙ¿ÛÂÈ˜ ÌÂ (™), ·Ó Â›Ó·È ÛˆÛÙ¤˜ ‹ ÌÂ (§), ·Ó
Â›Ó·È Ï·Óı·ÛÌ¤ÓÂ˜:

·) √È ·ÓÙ›ÛÙÚÔÊÔÈ ·ÚÈıÌÔ› Â›Ó·È ÔÌfiÛËÌÔÈ.

‚) ΔÔ ¿ıÚÔÈÛÌ· ‰‡Ô ÔÌfiÛËÌˆÓ ·ÚÈıÌÒÓ Â›Ó·È ıÂÙÈÎfi˜ ·ÚÈıÌfi˜.

Á) ∏ ·fiÏ˘ÙË ÙÈÌ‹ Î¿ıÂ Ú·ÁÌ·ÙÈÎÔ‡ ·ÚÈıÌÔ‡ Â›Ó·È ıÂÙÈÎfi˜ ·ÚÈıÌfi˜.

‰) ¢‡Ô ·ÚÈıÌÔ› ÌÂ ÁÈÓfiÌÂÓÔ ıÂÙÈÎfi Î·È ¿ıÚÔÈÛÌ· ·ÚÓËÙÈÎfi Â›Ó·È ·ÚÓËÙÈÎÔ›.

N· Î¿ÓÂÙÂ ÙÈ˜ Ú¿ÍÂÈ˜:
·) 2 + 3 � 4 – 12 : (–4) + 1 ‚) 2 + 3 � (4 – 12) : (–4 + 1)
Á) –3 � (–2) – 5 + 4 : (–2) – 6 ‰) –8 : (–3 + 5) – 4 � (–2 + 6)

Δ· ·ÔÙÂÏ¤ÛÌ·Ù· ÙˆÓ ·Ú·Î¿Ùˆ Ú¿ÍÂˆÓ Û¯ËÌ·Ù›˙Ô˘Ó ÙÔ ¤ÙÔ˜ Ô˘ ¤ÁÈÓÂ ¤Ó·
ÁÂÁÔÓfi˜ ÛÙË ¯ÒÚ· Ì·˜ ÌÂ ·ÁÎfiÛÌÈÔ ÂÓ‰È·Ê¤ÚÔÓ.

–(5 – 4) – (+2) + (–6 + 4) – (–7) =
4 – (– 2 + 6 – 3) + (–9 + 6) =

14 + (–6 + 5 – 3) – (– 4 – 1) � (–2) =
(–3) � (–2) + 4 – (+5) – (–1) : (–1) =

ŒÓ· ·˘ÙÔÎ›ÓËÙÔ ÍÂÎ›ÓËÛÂ ·fi ÙË ı¤ÛË √, ÎÈÓ‹ıËÎÂ ¿Óˆ ÛÙÔÓ ¿ÍÔÓ· x�x ÚÔ˜ Ù·
·ÚÈÛÙÂÚ¿ ÛÙË ı¤ÛË μ Î·È ÛÙË Û˘Ó¤¯ÂÈ· ÚÔ˜ Ù· ‰ÂÍÈ¿ ÛÙË ı¤ÛË °. ∞Ó Â›Ó·È √∞ = 5
km, ÙfiÙÂ Ó· ‚ÚÂ›ÙÂ fiÛÔ ‰È¿ÛÙËÌ· ‰È‹Ó˘ÛÂ ÙÔ ·˘ÙÔÎ›ÓËÙÔ Î·È fiÛÔ ÌÂÙ·ÎÈÓ‹ıËÎÂ
·fi ÙËÓ ·Ú¯ÈÎ‹ ÙÔ˘ ı¤ÛË.

3

2

1

ΠΡΟΤΕΙΝΟΜΕΝΕΣ ΑΣΚΗΣΕΙΣ – ΠΡΟΒΛΗΜΑΤΑ

5

4

3
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1.1 ¶Ú¿ÍÂÈ˜ ÌÂ Ú·ÁÌ·ÙÈÎÔ‡˜ ·ÚÈıÌÔ‡˜

O A °B

–1–2–3–4–5–6 0 1 2 3 4 5 6x� x



¡· ˘ÔÏÔÁ›ÛÂÙÂ ÙÈ˜ ·Ú·ÛÙ¿ÛÂÈ˜:

·) – (– ) + (– ) – (+ ) ‚) – (– + – ) + (– + – )

Á) –5 � – – 5 � ( – ) ‰) (1 – ) � ( – ) – : (– + )

¡· ˘ÔÏÔÁ›ÛÂÙÂ ÙÈ˜ ·Ú·ÛÙ¿ÛÂÈ˜:

·) ‚) Á)  –7 + 

√È ÂÏ¿¯ÈÛÙÂ˜ ıÂÚÌÔÎÚ·Û›Â˜ ÌÈ·˜ fiÏË˜ ÙÔ ÚÒÙÔ 
‰ÂÎ·‹ÌÂÚÔ ÙÔ˘ ¤ÙÔ˘˜ ‹Ù·Ó:
1,    –3,    0,    2,    1,    –2,    –5,    0,    –3,    –1.

¡· ‚ÚÂ›ÙÂ ÙË Ì¤ÛË ÂÏ¿¯ÈÛÙË ıÂÚÌÔÎÚ·Û›· ÙË˜ 
fiÏË˜ ÙÔ ‰ÂÎ·‹ÌÂÚÔ ·˘Ùfi.

¡· Û˘ÌÏËÚÒÛÂÙÂ Ù· ·Ú·Î¿Ùˆ ÎÂÓ¿ ¯ÚËÛÈÌÔÔÈÒÓÙ·˜ ÙÔ Î·Ù¿ÏÏËÏÔ Û‡Ì‚ÔÏÔ (+ ‹ –).
·) 12 ... 5 ... 20 = –3 ‚) –8 ... 9 ... 1 = 0

Á) ... ... = 3 ‰) –0,35 ... 6,15 ... 8,50 = 2

¡· ·Ô‰Â›ÍÂÙÂ ÙÈ˜ ·Ú·Î¿Ùˆ ÈÛfiÙËÙÂ˜:
·) 8 – (· – ‚) + (· – 5 – ‚) = 3
‚) 2 – (· + ‚ – Á) – (4 + Á – ‚) – (–2 – ·) = 0
Á) –2 � (· – 3) + · � (–7 + 9) – 3 � (+2) = 0

∞Ó x + y = –5 Î·È ˆ + Ê = –7, Ó· ˘ÔÏÔÁ›ÛÂÙÂ ÙÈ˜ ·Ú·ÛÙ¿ÛÂÈ˜:
∞ = 4 – (x – ˆ) – (y – Ê) μ = –(–5 – x + Ê) + (–8 + y) – (ˆ – 4)

∞Ó ·, ‚ Â›Ó·È ÔÈ ‰È·ÛÙ¿ÛÂÈ˜ ÂÓfi˜ ÔÚıÔÁˆÓ›Ô˘, Ô˘ ¤¯ÂÈ ÂÚ›ÌÂÙÚÔ 56 Î·È Á, ‰ ÔÈ
‰È·ÛÙ¿ÛÂÈ˜ ÂÓfi˜ ¿ÏÏÔ˘ ÔÚıÔÁˆÓ›Ô˘, Ô˘ ¤¯ÂÈ ÂÚ›ÌÂÙÚÔ 32, Ó· ˘ÔÏÔÁ›ÛÂÙÂ ÙËÓ
·Ú¿ÛÙ·ÛË ∞ = · – (9 – 2Á) – (15 – ‚ – 2‰).

¡· ÙÔÔıÂÙ‹ÛÂÙÂ Î·ı¤Ó·Ó ·fi ÙÔ˘˜
·Ú·Î¿Ùˆ ·ÚÈıÌÔ‡˜

–7,    –6,    –5,    –3,    1,    2,    4,    5,    9

ÛÂ ¤Ó· ÙÂÙÚ¿ÁˆÓÔ, ÒÛÙÂ Ù· ÙÚ›· ·ıÚÔ›ÛÌ·Ù·
Ó· Â›Ó·È ›Û· ÌÂÙ·Í‡ ÙÔ˘˜.
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9

8

10
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6

1– 3 – �3
1– 2 + �3

1– 2 � 3 – �4
1– 2 � (3 – �)4

1 2– � + � – 12    3
1 13 – � + �6  2

5

2
3

2
5

3
5

4
5

1
2

7
2

2
3

1
2
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3

1
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+ + = 

+ + = 

+ + = 



¢˘Ó¿ÌÂÈ˜ Ú·ÁÌ·ÙÈÎÒÓ ·ÚÈıÌÒÓ 
∏ ‰‡Ó·ÌË ÌÂ ‚¿ÛË ¤Ó·Ó Ú·ÁÌ·ÙÈÎfi ·ÚÈıÌfi · Î·È ÂÎı¤ÙË ¤Ó·
Ê˘ÛÈÎfi ·ÚÈıÌfi Ó � 2 Û˘Ì‚ÔÏ›˙ÂÙ·È ÌÂ ·Ó Î·È Â›Ó·È ÙÔ ÁÈÓfiÌÂÓÔ
Ó ·Ú·ÁfiÓÙˆÓ ›ÛˆÓ ÌÂ ÙÔÓ ·ÚÈıÌfi ·.
¢ËÏ·‰‹ ·Ó = · � · � · � ... � ·

Ó - ·Ú¿ÁÔÓÙÂ˜

√Ú›˙Ô˘ÌÂ ·ÎfiÌË: ·1 = ·
·0 = 1 ÌÂ      · � 0

·–Ó = ÌÂ      · � 0

°È· ÙÈ˜ ‰˘Ó¿ÌÂÈ˜ ÌÂ ÂÎı¤ÙÂ˜ ·Î¤Ú·ÈÔ˘˜ ·ÚÈıÌÔ‡˜ Î·È ÂÊfiÛÔÓ ·˘Ù¤˜ ÔÚ›˙ÔÓÙ·È, ÈÛ¯‡Ô˘Ó
ÔÈ È‰ÈfiÙËÙÂ˜:

N· ˘ÔÏÔÁÈÛÙÔ‡Ó ÔÈ ·Ú·ÛÙ¿ÛÂÈ˜:

·) ‚) x2 � (x � y2)3 : (x2 � y3)2

Λύση
·) = = = – = – 

‚) x2(xy2)3 : (x2y3)2 = = = = x 

AÓ     x3 � y2 = –3, Ó· ˘ÔÏÔÁÈÛÙÂ› Ë ·Ú¿ÛÙ·ÛË ∞ = x2 � (x2 � y3)2 � (x–1)–3.

Λύση
A =  x2 � (x2 � y3)2 � (x–1)–3 = x2 � x4 � y6 � x3 = x2 � x4 � x3 � y6 = x9 � y6 =

= (x3 � y2)3 = (–3)3 = –27.

2

x5y6

x4y6

x2x3(y2)3

(x2)2(y3)2

x2(xy2)3

(x2y3)2

3
4

3
22

–22 � 33

32 � 24

22 � (–33)
32 � (22)2

(–2)2 � (–3)3

(3 � 22)2

(–2)2 � (–3)3

(3 � 22)2

1

ΠΑΡΑΔΕΙΓΜΑΤΑ – ΕΦΑΡΜΟΓΕΣ

2 –4 3  4(⎯) = (⎯)3 2
·   –Ó      ‚   Ó

( ⎯ ) = ( ⎯ )‚ ·

(2–3)–2 = 26 = 64(· Ì)Ó = · ÌÓ

2  3 23      8(⎯ ) =  ⎯ = ⎯3 33     27
·   Ó      ·Ó

( ⎯ ) =  ⎯ 
‚ ‚Ó

(2χ) 2 = 22χ2 = 4χ2(·‚) Ó = · Ó‚Ó

35 : 33 = 35–3 = 32·Ì  : ·Ó = · Ì–Ó

23 � 24 = 23+4 = 27·Ì � ·Ó = · Ì+Ó

¶·Ú·‰Â›ÁÌ·Ù·π‰ÈfiÙËÙÂ˜

1
·Ó

B
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1.1 ¶Ú¿ÍÂÈ˜ ÌÂ Ú·ÁÌ·ÙÈÎÔ‡˜ ·ÚÈıÌÔ‡˜

23 = 2 � 2 � 2 = 8

(–3)2 = (–3) � (–3) = 9



N· ˘ÔÏÔÁÈÛÙÔ‡Ó ÔÈ ·Ú·ÛÙ¿ÛÂÈ˜:
A = (–2)2 � (–3) + 2 � 32 – 52 � (–2) : 5 – 6 B = (2 � 5 –32) + 2 � (23 – 4) – 12 : (–3)

Λύση

∞ = (–2)2 � (–3) + 2 � 32 – 52 � (–2) : 5 – 6 =
= 4 � (–3) + 2 � 9 – 25 � (–2) : 5 – 6 =
= –12 + 18 + 50 : 5 – 6 =
= –12 + 18 + 10 – 6 = 
= 10

μ = (2 � 5 – 32) + 2 � (23 – 4) – 12 : (–3) =
= (2 � 5 – 9) + 2 � (8 – 4) – 12 : (–3) =
= 10 – 9 + 2 � 4 – 12 : (–3) =
= 1 + 8 + 4 =
= 9 + 4 = 
= 13

¡· ¯·Ú·ÎÙËÚ›ÛÂÙÂ ÙÈ˜ ·Ú·Î¿Ùˆ ÚÔÙ¿ÛÂÈ˜ ÌÂ (™), ·Ó Â›Ó·È ÛˆÛÙ¤˜ ‹ ÌÂ (§), ·Ó
Â›Ó·È Ï·Óı·ÛÌ¤ÓÂ˜:

·) °È· Î¿ıÂ ·ÚÈıÌfi · ÈÛ¯‡ÂÈ · + · + · + · = ·4.

‚) °È· Î¿ıÂ ·ÚÈıÌfi · ÈÛ¯‡ÂÈ · � · � · � · = ·4.

Á) √È ·ÚÈıÌÔ› (–5)6 Î·È –56 Â›Ó·È ·ÓÙ›ıÂÙÔÈ.

‰) √È ·ÚÈıÌÔ› ( )8
Î·È ( )8

Â›Ó·È ·ÓÙ›ÛÙÚÔÊÔÈ.                                              

Â) °È· Î¿ıÂ ·ÚÈıÌfi · ÈÛ¯‡ÂÈ (3·)2 = 9·2.

ÛÙ) √ ·ÚÈıÌfi˜ –(–5)2 Â›Ó·È ıÂÙÈÎfi˜.

˙) √ ·ÚÈıÌfi˜ –3–2 Â›Ó·È ıÂÙÈÎfi˜.

¡· Û˘ÌÏËÚÒÛÂÙÂ Ù· ·Ú·Î¿Ùˆ ÎÂÓ¿ ¯ÚËÛÈÌÔÔÈÒÓÙ·˜ ÙÔ Î·Ù¿ÏÏËÏÔ Û‡Ì‚ÔÏÔ (= ‹ �).

·) (–1)6 ... 1 ‚) 3–2 ... 9 Á) –42 ... –16 ‰) ( )–1
... 

Â) 5–2 ... ÛÙ)( )0
... 0          ˙) (– )5

... Ë) (7 + 2)2 ... 72 + 22

¡· ÂÈÏ¤ÍÂÙÂ ÙË ÛˆÛÙ‹ ·¿ÓÙËÛË.

i) H ÙÈÌ‹ ÙË˜ ·Ú¿ÛÙ·ÛË˜ ( )–2
Â›Ó·È:

·) – ‚) – Á) ‰) 4
9

9
4

9
4

4
9

2
3

3

1
32

1
2

2
5

1
–25

2
5

5
2

2

3
2

2
3

1

EΡΩΤΗΣΕΙΣ ΚΑΤΑΝΟΗΣΗΣ

3
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M¤ÚÔ˜ ∞ - ∫ÂÊ¿Ï·ÈÔ 1Ô

H ÚÔÙÂÚ·ÈfiÙËÙ· ÙˆÓ Ú¿ÍÂˆÓ
ñ ¶ÚÒÙ· ˘ÔÏÔÁ›˙Ô˘ÌÂ ÙÈ˜ ‰˘Ó¿ÌÂÈ˜.
ñ ™ÙË Û˘Ó¤¯ÂÈ· Î¿ÓÔ˘ÌÂ ÙÔ˘˜

ÔÏÏ·Ï·ÛÈ·ÛÌÔ‡˜ Î·È ÙÈ˜
‰È·ÈÚ¤ÛÂÈ˜.

ñ Δ¤ÏÔ˜, Î¿ÓÔ˘ÌÂ ÙÈ˜ ÚÔÛı¤ÛÂÈ˜
Î·È ÙÈ˜ ·Ê·ÈÚ¤ÛÂÈ˜.

ñ ŸÙ·Ó Ë ·Ú¿ÛÙ·ÛË ÂÚÈ¤¯ÂÈ Î·È
·ÚÂÓı¤ÛÂÈ˜, ÂÎÙÂÏÔ‡ÌÂ ÚÒÙ· ÙÈ˜
Ú¿ÍÂÈ˜ Ì¤Û· ÛÙÈ˜ ·ÚÂÓı¤ÛÂÈ˜ ÌÂ
ÙË ÛÂÈÚ¿ Ô˘ ·Ó·Ê¤Ú·ÌÂ ·Ú·¿Óˆ.



ii) H ÙÈÌ‹ ÙË˜ ·Ú¿ÛÙ·ÛË˜ �(–2)0�3 Â›Ó·È:
·) –23 ‚) –6 Á) 23 ‰) 1

iii) H ÙÈÌ‹ ÙË˜ ·Ú¿ÛÙ·ÛË˜ 23 + 32 Â›Ó·È:
·) 55 ‚) 17 Á) 56 ‰) 65

¡· Û˘ÌÏËÚÒÛÂÙÂ ÙÔÓ ›Ó·Î· ·ÓÙÈÛÙÔÈ¯›˙ÔÓÙ·˜ ÛÂ Î¿ıÂ ·Ú¿ÛÙ·ÛË ÙË˜ ÛÙ‹ÏË˜ ∞,
ÙÔ ·ÔÙ¤ÏÂÛÌ¿ ÙË˜ ·fi ÙË ÛÙ‹ÏË μ.

N· ÁÚ¿„ÂÙÂ Î·ıÂÌÈ¿ ·fi ÙÈ˜ ·Ú·Î¿Ùˆ ·Ú·ÛÙ¿ÛÂÈ˜ ˆ˜ Ì›· ‰‡Ó·ÌË:

·) 2–5 � 28 ‚) 34 : 3–2 Á) 23 � 53 ‰) (5–2)–4

Â) 3–2 � (–3)4 ÛÙ) ˙) 42 : 34 Ë) 27 � 34 �

N· ˘ÔÏÔÁ›ÛÂÙÂ ÙËÓ ÙÈÌ‹ Î¿ıÂ ·Ú¿ÛÙ·ÛË˜:

·) (2–2)3 � 28 ‚) (–3)2 � (–3)–4 Á) (0,75)–2 � ( )2
‰) 363 : (–12)3

Â) (2,5)4 � (–4)4 ÛÙ) 412 : 220 ˙) (– )12
� ( )–14

Ë) (0,01)3 � 105

N· ·ÏÔÔÈ‹ÛÂÙÂ ÙÈ˜ ·Ú·ÛÙ¿ÛÂÈ˜:
·) (x2)3 � 5x4 ‚) (xy3)2 � x3y Á) (–2x)2 � (–2x2)

‰) (– x)3 
: x2 Â) (–3x2)3 � (–2x3)2 ÛÙ) x

3 
: (– x)2

N· ˘ÔÏÔÁ›ÛÂÙÂ ÙËÓ ÙÈÌ‹ Î¿ıÂ ·Ú¿ÛÙ·ÛË˜:
∞ = 3 � (–2)2 + 4 – (–7)0 � 2 – 8 � (2–1 – 1) – 2 � 32 μ = (–4)2 : 2 – 5 – (–3) � 22 – (–2)4

° = (2,5)2 � (1,25)3 � (–4)2 � (–8)3 ¢ = (257 � 84) : (57 � 404)

∞Ó ÙÚÈÏ·ÛÈ¿ÛÔ˘ÌÂ ÙËÓ ÏÂ˘Ú¿ ÂÓfi˜ ÙÂÙÚ·ÁÒÓÔ˘, fiÛÂ˜ ÊÔÚ¤˜ ÌÂÁ·ÏÒÓÂÈ ÙÔ
ÂÌ‚·‰fiÓ ÙÔ˘;

5

4

3
2

3
–2

2
3

3

2
3

2
3

3
4

2

1
35

(–6)6

26

1

ΠΡΟΤΕΙΝΟΜΕΝΕΣ ΑΣΚΗΣΕΙΣ – ΠΡΟΒΛΗΜΑΤΑ

1. 1
�
4

2. –24

3. 4
4. 23

5. 2–4

6. 1

·. (24)–1

‚. (2–5)2 � 210

Á. (–2)–2

‰. (24 : 23) � 22

™Ù‹ÏË μ™Ù‹ÏË ∞

4
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‰Á‚·
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M¤ÚÔ˜ ∞ - ∫ÂÊ¿Ï·ÈÔ 1Ô

ΔÂÙÚ·ÁˆÓÈÎ‹ Ú›˙· Ú·ÁÌ·ÙÈÎÔ‡ ·ÚÈıÌÔ‡

∏ ÙÂÙÚ·ÁˆÓÈÎ‹ Ú›˙· ÂÓfi˜ ıÂÙÈÎÔ‡ ·ÚÈıÌÔ‡ x Û˘Ì‚ÔÏ›˙ÂÙ·È ÌÂ
��x Î·È Â›Ó·È Ô ıÂÙÈÎfi˜ ·ÚÈıÌfi˜ Ô˘ fiÙ·Ó ˘„ˆıÂ› ÛÙÔ ÙÂÙÚ¿-
ÁˆÓÔ Ì·˜ ‰›ÓÂÈ ÙÔÓ ·ÚÈıÌfi x.   ¶.¯. ��25 = 5, ·ÊÔ‡ 52 = 25
√Ú›˙Ô˘ÌÂ ·ÎfiÌË ��0 = 0.
ŸÌˆ˜ Î·È (–5)2 = 25, ÔfiÙÂ ¤¯Ô˘ÌÂ ��(–5)2 = ��25 = 5 = �– 5 � .

ÕÚ·, ÁÈ· Î¿ıÂ Ú·ÁÌ·ÙÈÎfi ·ÚÈıÌfi x ÈÛ¯‡ÂÈ:

¢ÂÓ ÔÚ›˙ÂÙ·È ÙÂÙÚ·ÁˆÓÈÎ‹ Ú›˙· ·ÚÓËÙÈÎÔ‡ ·ÚÈıÌÔ‡, ÁÈ·Ù› ‰ÂÓ ˘¿Ú¯ÂÈ ·ÚÈıÌfi˜ Ô˘ ÙÔ
ÙÂÙÚ¿ÁˆÓfi ÙÔ˘ Ó· Â›Ó·È ·ÚÓËÙÈÎfi˜ ·ÚÈıÌfi˜.
¶·Ú·ÙËÚÔ‡ÌÂ  ·ÎfiÌË fiÙÈ: (��9 )2 = 32 = 9,  ‰ËÏ·‰‹  (��9 )2 = 9. °ÂÓÈÎ¿

I‰ÈfiÙËÙÂ˜ ÙˆÓ ÚÈ˙ÒÓ

1. ¡· Û˘ÌÏËÚÒÛÂÙÂ Ù· ·Ú·Î¿Ùˆ ÎÂÓ¿ ¯ÚËÛÈÌÔÔÈÒÓÙ·˜ ÙÔ Î·Ù¿ÏÏËÏÔ Û‡Ì‚ÔÏÔ (= ‹ �)

��4 � ��100 ... ��4 � 100 Î·È ... �	

2. ªÂ ÙË ‚Ô‹ıÂÈ· ÂÓfi˜ ˘ÔÏÔÁÈÛÙ‹ ÙÛ¤Ë˜ Ó· Û˘ÌÏËÚÒÛÂÙÂ Î·È Ù· ·Ú·Î¿Ùˆ ÎÂÓ¿:

��2 � ��5 ... ��2 � 5 Î·È ... �	

°È· ÙÔ˘˜ ·ÚÈıÌÔ‡˜ 4 Î·È 100 ÌÔÚÔ‡ÌÂ Â‡ÎÔÏ· Ó· ‰È·ÈÛÙÒÛÔ˘ÌÂ fiÙÈ ÈÛ¯‡Ô˘Ó:

��4 � ��100 = ��4 � 100     Î·È      = �	

ªÂ ÙË ‚Ô‹ıÂÈ· ÂÓfi˜ ˘ÔÏÔÁÈÛÙ‹ ÙÛ¤Ë˜ ÌÔÚÔ‡ÌÂ Ó· Î·Ù·Ï‹ÍÔ˘ÌÂ ÛÂ ·Ó¿ÏÔÁÂ˜ ÈÛfiÙË-
ÙÂ˜ Î·È ÁÈ· ÙÔ˘˜ ·ÚÈıÌÔ‡˜ 2 Î·È 5. ŸÛ· fiÌˆ˜ ·Ú·‰Â›ÁÌ·Ù· ÎÈ ·Ó ÂÍÂÙ¿ÛÔ˘ÌÂ, ‰ÂÓ
·ÚÎÔ‡Ó ÁÈ· Ó· Ì·˜ Â›ÛÔ˘Ó, fiÙÈ ÔÈ Û¯¤ÛÂÈ˜ ·˘Ù¤˜ Â›Ó·È ·ÏËıÂ›˜ ÁÈ· ÔÔÈÔ˘Û‰‹ÔÙÂ ÌË
·ÚÓËÙÈÎÔ‡˜ ·ÚÈıÌÔ‡˜. ªfiÓÔ ÌÈ· ·fi‰ÂÈÍË ÌÔÚÂ› Ó· Ì·˜ Â›ÛÂÈ.

°È· ‰‡Ô ÌË ·ÚÓËÙÈÎÔ‡˜ ·ÚÈıÌÔ‡˜ ·, ‚ ÌÔÚÔ‡ÌÂ Ó· ·Ô‰Â›ÍÔ˘ÌÂ fiÙÈ:
ñ ΔÔ ÁÈÓfiÌÂÓÔ ÙˆÓ ÙÂÙÚ·ÁˆÓÈÎÒÓ ÚÈ˙ÒÓ ÙÔ˘˜ ÈÛÔ‡Ù·È

ÌÂ ÙËÓ ÙÂÙÚ·ÁˆÓÈÎ‹ Ú›˙· ÙÔ˘ ÁÈÓÔÌ¤ÓÔ˘ ÙÔ˘˜.

ñ ΔÔ ËÏ›ÎÔ ÙˆÓ ÙÂÙÚ·ÁˆÓÈÎÒÓ ÚÈ˙ÒÓ ÙÔ˘˜ ÈÛÔ‡Ù·È
ÌÂ ÙËÓ ÙÂÙÚ·ÁˆÓÈÎ‹ Ú›˙· ÙÔ˘ ËÏ›ÎÔ˘ ÙÔ˘˜.

Γενικά

4
100

��4
��100

2
5

��2
��5

4
100

��4
��100

ΔΡΑΣΤΗΡΙΟΤΗΤΑ

∞ Ó  x ≥ 0,  Ù fi Ù Â  (��x )2 = x

��x2  = ⎮x⎮

°

��(–7)2 = �–7� = 7,     ��72 = 7

��· � ��‚ = ��·‚

��·
= �	· ÌÂ ‚ > 0⎯ ⎯

��‚ ‚



°È· Ó· ·Ô‰Â›ÍÔ˘ÌÂ ÙËÓ ÚÒÙË ÈÛfiÙËÙ·, ˘ÔÏÔÁ›˙Ô˘ÌÂ ÙÔ ÙÂÙÚ¿ÁˆÓÔ Î¿ıÂ Ì¤ÏÔ˘˜ ÙË˜
ÍÂ¯ˆÚÈÛÙ¿.

ñ (��· � ��‚ )2 = (��·)2 
� (��‚)2 = ·‚             ñ (��·‚ )2 = ·‚

¶·Ú·ÙËÚÔ‡ÌÂ, fiÙÈ ÔÈ ‰‡Ô ÌË ·ÚÓËÙÈÎÔ› ·ÚÈıÌÔ› ��· � ��‚ Î·È ��·‚ ¤¯Ô˘Ó ÙÔ ›‰ÈÔ ÙÂÙÚ¿ÁˆÓÔ
·‚, ÔfiÙÂ Â›Ó·È ›ÛÔÈ.

ÕÚ·    ��· � ��‚ = ��·‚ .
ªÂ ÙÔÓ ›‰ÈÔ ÙÚfiÔ ÌÔÚÔ‡ÌÂ Ó· ·Ô‰Â›ÍÔ˘ÌÂ Î·È ÙË ‰Â‡ÙÂÚË ÈÛfiÙËÙ·.

¶·Ú·ÙËÚÔ‡ÌÂ ·ÎfiÌË fiÙÈ ��16 + ��9 = 4 + 3 = 7, ÂÓÒ ��16 + 9 = ��25 = 5
‰ËÏ·‰‹ ��16 + ��9  � ��16 + 9.
°ÂÓÈÎ¿:
∞Ó ·, ‚ Â›Ó·È ıÂÙÈÎÔ› ·ÚÈıÌÔ›, ÙfiÙÂ ��· + ��‚ � ��·+‚

N· ·Ô‰ÂÈ¯ıÂ› fiÙÈ ��20 = 2��5 Î·È ÁÂÓÈÎ¿ ÁÈ· ÌË ·ÚÓËÙÈÎÔ‡˜ ·ÚÈıÌÔ‡˜ ·, ‚ fiÙÈ ÈÛ¯‡ÂÈ 
��·2‚ = ·��‚.

Λύση
∂ÂÈ‰‹ 20 = 4 � 5 = 22 � 5 ¤¯Ô˘ÌÂ ��20 = ��22 � 5 = ��22 � ��5 = 2��5.
√ÌÔ›ˆ˜ ¤¯Ô˘ÌÂ ��·2‚ = ��·2 � ��‚ = ·��‚.

➤ √ ·ÚÈıÌfi˜ 20 ÌÔÚÂ› Ó· ·Ó·Ï˘ıÂ› Î·È ÌÂ ¿ÏÏÔÓ ÙÚfiÔ ÛÂ ÁÈÓfiÌÂÓÔ ·Ú·Áfi-

ÓÙˆÓ .¯. 20 = 2 � 10, ·ÏÏ¿ ÙfiÙÂ Î·Ó¤Ó·˜ ·Ú¿ÁÔÓÙ¿˜ ÙÔ˘ ‰ÂÓ Â›Ó·È ÙÂÙÚ¿ÁˆÓÔ

ÂÓfi˜ ıÂÙÈÎÔ‡ ·Î¤Ú·ÈÔ˘ ·ÚÈıÌÔ‡.

N· ·Ô‰ÂÈ¯ıÂ› fiÙÈ:
·) 3��3 + 2��3 =  5��3 ‚) ��3 � ��24 = 6��2 Á) ��50 – ��18 = 2��2

Λύση
·) ªÂ ÙË ‚Ô‹ıÂÈ· ÙË˜ ÂÈÌÂÚÈÛÙÈÎ‹˜ È‰ÈfiÙËÙ·˜ ¤¯Ô˘ÌÂ:

3��3 + 2��3 = (3 + 2)��3 = 5��3
‚) ��3 � ��24 = ��3 � 24 = ��72 = ��36 � 2 = ��36  � ��2 = 6��2
Á) ��50 – ��18 = ��25 � 2 – ��9 � 2 = ��25 � ��2 – ��9  � ��2 = 5��2 – 3��2 = 2��2

N· ÌÂÙ·ÙÚ·Â› ÙÔ ÎÏ¿ÛÌ· , Ô˘ ¤¯ÂÈ ¿ÚÚËÙÔ ·ÚÔÓÔÌ·ÛÙ‹, ÛÂ ÈÛÔ‰‡Ó·ÌÔ

ÎÏ¿ÛÌ· ÌÂ ÚËÙfi ·ÚÔÓÔÌ·ÛÙ‹.

Λύση

= = = 5��3
3

5��3
(��3 )2

5 ���3
��3 � ��3

5
��3

5
��3

3

2

1
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1.1 ¶Ú¿ÍÂÈ˜ ÌÂ Ú·ÁÌ·ÙÈÎÔ‡˜ ·ÚÈıÌÔ‡˜

¶ÔÏÏ·Ï·ÛÈ¿˙Ô˘ÌÂ Î·È Ùo˘˜ ‰‡Ô fiÚÔ˘˜ ÙÔ˘
ÎÏ¿ÛÌ·ÙÔ˜ ÌÂ ÙÔÓ ·ÚÔÓÔÌ·ÛÙ‹.



Δ· ÙÂÙÚ¿ÁˆÓ· ∞μ°¢ Î·È °∑∏£ ¤¯Ô˘Ó ÂÌ‚·‰fiÓ 12 m2 Î·È 3 m2 ·ÓÙÈÛÙÔ›¯ˆ˜. ¡·
‚ÚÂıÂ› ÙÔ ÂÌ‚·‰fiÓ ÙÔ˘ ÔÚıÔÁˆÓ›Ô˘ μ∫∑° Î·È ÙÔ Ì‹ÎÔ˜ ÙÔ˘ ÙÌ‹Ì·ÙÔ˜ μ£.

Λύση
ΔÔ ÂÌ‚·‰fiÓ ÙÔ˘ ÙÂÙÚ·ÁÒÓÔ˘ ∞μ°¢ Â›Ó·È μ° 2 = 12 m2,
ÔfiÙÂ Ë ÏÂ˘Ú¿ ÙÔ˘ Â›Ó·È μ° = ��12 m. 
TÔ ÂÌ‚·‰fiÓ ÙÔ˘ ÙÂÙÚ·ÁÒÓÔ˘ °∑∏£ Â›Ó·È °∑ 2 = 3 m2,
ÔfiÙÂ Ë ÏÂ˘Ú¿ ÙÔ˘ Â›Ó·È °∑ = ��3 m. ∂ÔÌ¤Óˆ˜
ΔÔ ÂÌ‚·‰fiÓ ÙÔ˘ ÔÚıÔÁˆÓ›Ô˘ μ∫∑° Â›Ó·È:
∂ = μ° � °∑ = ��12 � ��3 = ��12 � 3 = ��36 = 6 m2.
ΔÔ Ì‹ÎÔ˜ ÙÔ˘ ÙÌ‹Ì·ÙÔ˜ μ£ Â›Ó·È: 
μ£ = μ° + °£ = μ° + °∑ = ��12 + ��3 =
��4 � 3 + ��3 = 2��3 + ��3 = 3��3 m. 

¡· Û˘ÌÏËÚÒÛÂÙÂ ÙÈ˜ ÈÛfiÙËÙÂ˜:
·) 3��3 + ��3 = ..... ‚) 5��2 – 3��2 = ..... Á) ��5 + 4��5 – 5��5 = .....
‰) ��12 � ��3 = ..... Â) ��18 : ��2 = ..... ÛÙ) 3��2 � ��8 = ..... 

¡· Û˘ÌÏËÚÒÛÂÙÂ ÙÔÓ ·Ú·Î¿Ùˆ ›Ó·Î· ·ÓÙÈÛÙÔÈ¯›˙ÔÓÙ·˜ ÛÂ Î¿ıÂ ÛÙÔÈ¯Â›Ô ÙË˜
ÛÙ‹ÏË˜ ∞ ¤Ó· ÛÙÔÈ¯Â›Ô ·fi ÙË ÛÙ‹ÏË μ.

¡· Û˘ÌÏËÚÒÛÂÙÂ ÙÔ˘˜ ›Ó·ÎÂ˜:

3664
169
14

��· � ��‚��·‚��· + ��‚��· + ‚��‚��·‚·

¶ËÏ›ÎÔ°ÈÓfiÌÂÓÔÕıÚÔÈÛÌ·

3

1. –5

2. ‰ÂÓ ÔÚ›˙ÂÙ·È

3. 5

·. ��25

‚. ��–25

Á. –��25

‰. ��52

Â. ��(–5)2

ÛÙ. ��–52

™Ù‹ÏË B™Ù‹ÏË ∞

2

1

EΡΩΤΗΣΕΙΣ ΚΑΤΑΝΟΗΣΗΣ

4
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12 m2

3 m2

∞

¢

μ

∂

∫

∑

∏

°

£

�	·
‚

��·
��‚

ÛÙÂ‰Á‚·



¡· ¯·Ú·ÎÙËÚ›ÛÂÙÂ ÙÈ˜ ·Ú·Î¿Ùˆ ÚÔÙ¿ÛÂÈ˜ ÌÂ (™), ·Ó Â›Ó·È ÛˆÛÙ¤˜ ‹ ÌÂ (§), ·Ó
Â›Ó·È Ï·Óı·ÛÌ¤ÓÂ˜.
·) ��2 � ��3 = ��6

‚) ��2 + ��3 = ��5

Á) �	 =  

‰) ��(–3)2 = 3

Â) �	( – 1)2 
= – 1

ÛÙ) ΔÔ ‰ÈÏ¿ÛÈÔ ÙÔ˘ ��5 Â›Ó·È ÙÔ ��10.

˙) ΔÔ ÌÈÛfi ÙÔ˘ ��12 Â›Ó·È ÙÔ ��3.

ŒÓ· ÙÂÙÚ¿ÁˆÓÔ ¤¯ÂÈ ÂÌ‚·‰fiÓ 50 m2. ∂›Ó·È ÛˆÛÙfi Ó· ÈÛ¯˘ÚÈÛÙÔ‡ÌÂ fiÙÈ Ë ÏÂ˘Ú¿
ÙÔ˘ Â›Ó·È 5��2 m;

N· ˘ÔÏÔÁ›ÛÂÙÂ ÙÈ˜ ·Ú·ÛÙ¿ÛÂÈ˜:

·) 3��5 – 7��5 + 2��5 ‚) 5��7 – 8��3 –2��7 + 4��3

Á) �	 � �	 – �	 � �	 ‰) �	 � �	 + �	 � �	

N· ·Ô‰Â›ÍÂÙÂ ÙÈ˜ ÈÛfiÙËÙÂ˜:

·) 3��2 – ��50 + ��32 – 6��8 = – 10��2 ‚) ��27 – ��20 + ��12 – ��5 = 5��3 – 3��5

Á) ��3 � ��18 – ��2 � ��48 + = ��6     ‰) ��3,6 � ��4,9  – ��0,8 � ��0,2 = 3,8

N· ˘ÔÏÔÁ›ÛÂÙÂ ÙÈ˜ ·Ú·ÛÙ¿ÛÂÈ˜:

·) �	12+��16 ‚) �	86+2�	52–��9 Á) �	6 �	12�	3��9

N· Û˘ÌÏËÚÒÛÂÙÂ ÙÔÓ ›Ó·Î· ÌÂ ÙÈ˜ ÂÚÈÌ¤ÙÚÔ˘˜ Î·È Ù· ÂÌ‚·‰¿ ÙˆÓ ÔÚıÔÁˆÓ›ˆÓ
∞μ°¢, ∂∑∏£ Î·È ∫§ª¡. ¶ÔÈÔ ·fi Ù· ÔÚıÔÁÒÓÈ· ¤¯ÂÈ ÙÔ ÌÂÁ·Ï‡ÙÂÚÔ ÂÌ‚·‰fiÓ;

3��23��2∫§ª¡

2��24��2E∑∏£

��25��2∞μ°¢
ÂÌ‚·‰fiÓÂÚ›ÌÂÙÚÔ˜Ï¿ÙÔ˜Ì‹ÎÔ˜

4

3

��120
��5

2

14
3

21
2

10
7

14
5

12
7

3
7

5
8

5
2

1

ΠΡΟΤΕΙΝΟΜΕΝΕΣ ΑΣΚΗΣΕΙΣ – ΠΡΟΒΛΗΜΑΤΑ

5

1
2

1
2

3
2

9
4

4
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1.1 ¶Ú¿ÍÂÈ˜ ÌÂ Ú·ÁÌ·ÙÈÎÔ‡˜ ·ÚÈıÌÔ‡˜



N· Î¿ÓÂÙÂ ÙÈ˜ Ú¿ÍÂÈ˜:

·) ��2 (��18 + ��8 ) ‚) ��6 (��27 – ��3 )
Á) (��75 + ��45 – ��300 ) : ��15 ‰) (��7 – ��5)(��7 + ��5)

N· ÌÂÙ·ÙÚ¤„ÂÙÂ Ù· ·Ú·Î¿Ùˆ ÎÏ¿ÛÌ·Ù·, Ô˘ ¤¯Ô˘Ó ¿ÚÚËÙÔ˘˜ ·ÚÔÓÔÌ·ÛÙ¤˜, ÛÂ
ÈÛÔ‰‡Ó·Ì· ÎÏ¿ÛÌ·Ù· ÌÂ ÚËÙÔ‡˜ ·ÚÔÓÔÌ·ÛÙ¤˜.

·) ‚) Á) ‰)

N· Ï‡ÛÂÙÂ ÙÈ˜ ÂÍÈÛÒÛÂÈ˜:

·) ��5 + x = 3��5 – x ‚) ��6 x = ��24

Á) = ��32 ‰) 3��3 – x = ��27 

N· ·Ô‰Â›ÍÂÙÂ fiÙÈ (��3 – 1)(��3 + 1) = 2. ÃÚËÛÈÌÔÔÈÒÓÙ·˜ ÙËÓ ÚÔËÁÔ‡ÌÂÓË ÈÛfi-

ÙËÙ· Ó· ÌÂÙ·ÙÚ¤„ÂÙÂ ÙÔ ÎÏ¿ÛÌ· , Ô˘ ¤¯ÂÈ ¿ÚÚËÙÔ ·ÚÔÓÔÌ·ÛÙ‹, ÛÂ ÈÛÔ‰‡-

Ó·ÌÔ ÌÂ ÚËÙfi ·ÚÔÓÔÌ·ÛÙ‹.

∞Ó Ù· ÙÂÙÚ¿ÁˆÓ· ∞μ°¢, °E∑∏ ¤¯Ô˘Ó
ÂÌ‚·‰fiÓ 50 m2 Î·È 8 m2 ·ÓÙÈÛÙÔ›¯ˆ˜, Ó·
·Ô‰Â›ÍÂÙÂ fiÙÈ ÙÔ ÂÌ‚·‰fiÓ ÙÔ˘ ÙÂÙÚ·ÁÒ-
ÓÔ˘ μ£π∂ Â›Ó·È 98 m2.

™ÙÈ˜ Î¿ıÂÙÂ˜ ÏÂ˘Ú¤˜ ∞μ = 3 cm Î·È ∞° = 6 cm ÔÚıÔÁˆÓ›Ô˘ ÙÚÈÁÒÓÔ˘ ∞μ°, Ó·
¿ÚÂÙÂ ·ÓÙÈÛÙÔ›¯ˆ˜ Ù· ÛËÌÂ›· ¢, ∂, ¤ÙÛÈ ÒÛÙÂ ∞¢ = 2 cm Î·È AE = 1 cm. ¡·
·Ô‰Â›ÍÂÙÂ fiÙÈ μ° = 3¢∂.

™ÙÔ ÈÛÔÛÎÂÏ¤˜ ÙÚ›ÁˆÓÔ ∞μ° (∞μ = ∞°), ÙÔ ‡„Ô˜
∞¢ = 4 cm Î·È Ë ÏÂ˘Ú¿ μ° = 4 cm.
·) ¡· ˘ÔÏÔÁ›ÛÂÙÂ ÙËÓ ÏÂ˘Ú¿ ∞° Î·È ÛÙË Û˘Ó¤-

¯ÂÈ· Ó· ·Ô‰Â›ÍÂÙÂ fiÙÈ Ë ÂÚ›ÌÂÙÚÔ˜ ÙÔ˘
ÙÚÈÁÒÓÔ˘ ∞μ° Â›Ó·È 4 + 4��5 cm.

‚) ™ÙËÓ ÚÔËÁÔ‡ÌÂÓË ÂÚÒÙËÛË 4 Ì·ıËÙ¤˜ ¤‰ˆÛ·Ó
ÙÈ˜ ·Ú·Î¿Ùˆ ··ÓÙ‹ÛÂÈ˜:
4 + ��20,   4 + 2��20,   8��5 ,   2(2 + ��20).
¶ÔÈÂ˜ ·fi ·˘Ù¤˜ Â›Ó·È ÛˆÛÙ¤˜;

11

10

9

1
��3 – 1

8

x
��2

7

2��3 + ��6 
��3

5
2��5

4
��6

1
��2

6

5
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∞

¢ ∏ °

50 m2

8 m2

∑

B £

π∂

∞

μ ¢

4 
cm

°
4 cm
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✔ Mαθαίνω τι είναι αλγεβρική παράσταση και πώς βρίσκεται
η αριθμητική τιμή της.

✔ Διακρίνω αν μια αλγεβρική παράσταση είναι μονώνυμο και
προσδιορίζω το βαθμό του.

✔ Μαθαίνω να κάνω πράξεις με μονώνυμα.

∞ÏÁÂ‚ÚÈÎ¤˜ ·Ú·ÛÙ¿ÛÂÈ˜ - ªÔÓÒÓ˘Ì· 

1. ¡· ‚ÚÂ›ÙÂ ÙËÓ ÂÚ›ÌÂÙÚÔ Î·È ÙÔ ÂÌ‚·‰fiÓ ÙˆÓ
Î›ÙÚÈÓˆÓ Û¯ËÌ¿ÙˆÓ.

2. ™ÙÔ Ú¿ÛÈÓÔ Û¯‹Ì· Ê·›ÓÂÙ·È Ë Î¿ÙÔ„Ë ÂÓfi˜
Î·Ù·ÛÙ‹Ì·ÙÔ˜ Ô˘ ÚfiÎÂÈÙ·È Ó· ÛÙÚˆıÂ› ÌÂ
Ï·Î¿ÎÈ·. ¡· ÂÍËÁ‹ÛÂÙÂ ÁÈ·Ù› Ù· Ï·Î¿ÎÈ· Ô˘ 
ı· ¯ÚÂÈ·ÛÙÔ‡Ó ¤¯Ô˘Ó Û˘ÓÔÏÈÎfi ÂÌ‚·‰fiÓ 2x2 + xy. 
∞Ó  x = 5 Î·È y = 8, ÔÈÔ Â›Ó·È ÙÔ Û˘ÓÔÏÈÎfi
ÂÌ‚·‰fiÓ ÙÔ˘˜;

AÏÁÂ‚ÚÈÎ¤˜ ·Ú·ÛÙ¿ÛÂÈ˜
¶ÔÏÏ¤˜ ÊÔÚ¤˜ ÁÈ· Ó· Ï‡ÛÔ˘ÌÂ ¤Ó· Úfi‚ÏËÌ·, Î·Ù·-
Ï‹ÁÔ˘ÌÂ ÛÂ ÂÎÊÚ¿ÛÂÈ˜ Ô˘ ÂÚÈ¤¯Ô˘Ó ÌfiÓÔ ·ÚÈıÌÔ‡˜
Î·È ÁÈ’ ·˘Ùfi ÔÓÔÌ¿˙ÔÓÙ·È ·ÚÈıÌËÙÈÎ¤˜ ·Ú·ÛÙ¿ÛÂÈ˜.

À¿Ú¯Ô˘Ó fiÌˆ˜ Î·È ÚÔ‚Ï‹Ì·Ù· ÛÙ· ÔÔ›· Î·Ù·-
Ï‹ÁÔ˘ÌÂ ÛÂ ÂÎÊÚ¿ÛÂÈ˜ ÔÈ ÔÔ›Â˜, ÂÎÙfi˜ ·fi ·ÚÈıÌÔ‡˜,
ÂÚÈ¤¯Ô˘Ó Î·È ÌÂÙ·‚ÏËÙ¤˜. √È ÂÎÊÚ¿ÛÂÈ˜ ·˘Ù¤˜
Ï¤ÁÔÓÙ·È ·ÏÁÂ‚ÚÈÎ¤˜ ·Ú·ÛÙ¿ÛÂÈ˜.

∂È‰ÈÎfiÙÂÚ· ÌÈ· ·ÏÁÂ‚ÚÈÎ‹ ·Ú¿ÛÙ·ÛË Ï¤ÁÂÙ·È
·Î¤Ú·È·, fiÙ·Ó ÌÂÙ·Í‡ ÙˆÓ ÌÂÙ·‚ÏËÙÒÓ ÙË˜ ÛËÌÂÈÒ-
ÓÔÓÙ·È ÌfiÓÔ ÔÈ Ú¿ÍÂÈ˜ ÙË˜ ÚfiÛıÂÛË˜ Î·È ÙÔ˘
ÔÏÏ·Ï·ÛÈ·ÛÌÔ‡ Î·È ÔÈ ÂÎı¤ÙÂ˜ ÙˆÓ ÌÂÙ·‚ÏËÙÒÓ ÙË˜ Â›Ó·È Ê˘ÛÈÎÔ› ·ÚÈıÌÔ›.

AÓ ÛÂ ÌÈ· ·ÏÁÂ‚ÚÈÎ‹ ·Ú¿ÛÙ·ÛË ·ÓÙÈÎ·Ù·ÛÙ‹ÛÔ˘ÌÂ ÙÈ˜ ÌÂÙ·‚ÏËÙ¤˜ ÌÂ ·ÚÈıÌÔ‡˜ Î·È
Î¿ÓÔ˘ÌÂ ÙÈ˜ Ú¿ÍÂÈ˜, ı· ÚÔÎ‡„ÂÈ ¤Ó·˜ ·ÚÈıÌfi˜ Ô˘ Ï¤ÁÂÙ·È ·ÚÈıÌËÙÈÎ‹ ÙÈÌ‹ ‹ ·Ï¿
ÙÈÌ‹ ÙË˜ ·ÏÁÂ‚ÚÈÎ‹˜ ·Ú¿ÛÙ·ÛË˜.
°È· ·Ú¿‰ÂÈÁÌ·, Ë ÙÈÌ‹ ÙË˜ ·ÏÁÂ‚ÚÈÎ‹˜ ·Ú¿ÛÙ·ÛË˜ 2x2 + xy ÁÈ· x = 5 Î·È y = 8, Â›Ó·È
2 � 52 + 5 � 8 = 90.

ΔΡΑΣΤΗΡΙΟΤΗΤΑ

∞

MÔÓÒÓ˘Ì· – ¶Ú¿ÍÂÈ˜ ÌÂ ÌÔÓÒÓ˘Ì·1.2

·
x

x

x

5

5

5

8

x

x

y

‚

6 � 5 + 2 � 8, 2 � 52 + 5 � 8

4x,   2α + 2β,   x2,   αβ,

, 2x2 + xy2x
y 3

2x + 3χ2,  α + β2,  πR34
3

1
2



ªÔÓÒÓ˘Ì·
√È ·Î¤Ú·ÈÂ˜ ·ÏÁÂ‚ÚÈÎ¤˜ ·Ú·ÛÙ¿ÛÂÈ˜, ÛÙÈ˜ ÔÔ›Â˜
ÌÂÙ·Í‡ ÙˆÓ ÌÂÙ·‚ÏËÙÒÓ ÛËÌÂÈÒÓÂÙ·È ÌfiÓÔ Ë Ú¿ÍË ÙÔ˘
ÔÏÏ·Ï·ÛÈ·ÛÌÔ‡, Ï¤ÁÔÓÙ·È ÌÔÓÒÓ˘Ì·.

™’ ¤Ó· ÌÔÓÒÓ˘ÌÔ Ô ·ÚÈıÌËÙÈÎfi˜ ·Ú¿ÁÔÓÙ·˜ Ï¤ÁÂÙ·È
Û˘ÓÙÂÏÂÛÙ‹˜ ÙÔ˘ ÌÔÓˆÓ‡ÌÔ˘, ÂÓÒ ÙÔ ÁÈÓfiÌÂÓÔ fiÏˆÓ
ÙˆÓ ÌÂÙ·‚ÏËÙÒÓ ÙÔ˘ ÌÂ ÙÔ˘˜ ·ÓÙ›ÛÙÔÈ¯Ô˘˜ ÂÎı¤ÙÂ˜ ÙÔ˘˜
Ï¤ÁÂÙ·È Î‡ÚÈÔ Ì¤ÚÔ˜ ÙÔ˘ ÌÔÓˆÓ‡ÌÔ˘.

√ ÂÎı¤ÙË˜ ÌÈ·˜ ÌÂÙ·‚ÏËÙ‹˜ Ï¤ÁÂÙ·È ‚·ıÌfi˜ ÙÔ˘
ÌÔÓˆÓ‡ÌÔ˘ ˆ˜ ÚÔ˜ ÙË ÌÂÙ·‚ÏËÙ‹ ·˘Ù‹, ÂÓÒ Ô ‚·ıÌfi˜
ÙÔ˘ ÌÔÓˆÓ‡ÌÔ˘ ˆ˜ ÚÔ˜ fiÏÂ˜ ÙÈ˜ ÌÂÙ·‚ÏËÙ¤˜ ÙÔ˘
Ï¤ÁÂÙ·È ÙÔ ¿ıÚÔÈÛÌ· ÙˆÓ ÂÎıÂÙÒÓ ÙˆÓ ÌÂÙ·‚ÏËÙÒÓ ÙÔ˘.

Δ· ÌÔÓÒÓ˘Ì· Ô˘ ¤¯Ô˘Ó ÙÔ ›‰ÈÔ Î‡ÚÔ˜ Ì¤ÚÔ˜ Ï¤ÁÔÓÙ·È fiÌÔÈ·.

°È· ·Ú¿‰ÂÈÁÌ· Ù· ÌÔÓÒÓ˘Ì·  x3yˆ2,  –5x3yˆ2,  x3yˆ2, Â›Ó·È fiÌÔÈ·.

Δ· fiÌÔÈ· ÌÔÓÒÓ˘Ì· Ô˘ ¤¯Ô˘Ó ÙÔÓ ›‰ÈÔ Û˘ÓÙÂÏÂÛÙ‹ Ï¤ÁÔÓÙ·È ›Û· ÂÓÒ, ·Ó ¤¯Ô˘Ó ·ÓÙ›ıÂÙÔ˘˜

Û˘ÓÙÂÏÂÛÙ¤˜, Ï¤ÁÔÓÙ·È ·ÓÙ›ıÂÙ·.

°È· ·Ú¿‰ÂÈÁÌ· Ù· ÌÔÓÒÓ˘Ì·  2x3y Î·È  –2x3y Â›Ó·È ·ÓÙ›ıÂÙ·.

™˘ÌÊˆÓÔ‡ÌÂ ·ÎfiÌË Ó· ıÂˆÚÔ‡ÓÙ·È Î·È ÔÈ ·ÚÈıÌÔ› ˆ˜ ÌÔÓÒÓ˘Ì· Î·È Ù· ÔÓÔÌ¿˙Ô˘ÌÂ
ÛÙ·ıÂÚ¿ ÌÔÓÒÓ˘Ì·. ∂È‰ÈÎfiÙÂÚ·, Ô ·ÚÈıÌfi˜ 0 Ï¤ÁÂÙ·È ÌË‰ÂÓÈÎfi ÌÔÓÒÓ˘ÌÔ Î·È ‰ÂÓ ¤¯ÂÈ
‚·ıÌfi, ÂÓÒ fiÏ· Ù· ¿ÏÏ· ÛÙ·ıÂÚ¿ ÌÔÓÒÓ˘Ì· Â›Ó·È ÌË‰ÂÓÈÎÔ‡ ‚·ıÌÔ‡. °È· ·Ú¿‰ÂÈÁÌ·,
Ô ·ÚÈıÌfi˜ 5 Â›Ó·È ÛÙ·ıÂÚfi ÌÔÓÒÓ˘ÌÔ ÌË‰ÂÓÈÎÔ‡ ‚·ıÌÔ‡.

N· ‚ÚÂıÂ› Ë ·ÚÈıÌËÙÈÎ‹ ÙÈÌ‹ ÙˆÓ ·Ú·ÛÙ¿ÛÂˆÓ
·) –3x2y3, ÁÈ· x = –2 Î·È y = –1 ‚) 2·2 – 3‚ + 6 ÁÈ· · = –3 Î·È ‚ = 8.

Λύση
·) H ·ÚÈıÌËÙÈÎ‹ ÙÈÌ‹ ÙË˜ ·Ú¿ÛÙ·ÛË˜  –3x2y3 ÁÈ·  x = –2  Î·È  y = –1 Â›Ó·È:

–3 � (–2)2 � (–1)3 = –3 � (+4) � (–1) = 12.

‚) ∏ ·ÚÈıÌËÙÈÎ‹ ÙÈÌ‹ ÙË˜ ·Ú¿ÛÙ·ÛË˜ 2·2 – 3‚ + 6 ÁÈ· · = –3 Î·È ‚ = 8 Â›Ó·È:
2 � (–3)2 – 3 � 8 + 6 = 2 � (+9) – 24 + 6 = 18 – 24 + 6 = 0.

1

ΠΑΡΑΔΕΙΓΜΑΤΑ – ΕΦΑΡΜΟΓΕΣ

2
5
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4x,   x2,   αβ,  ��2 x 4y2ω32
3

ΔÔ ÌÔÓÒÓ˘ÌÔ 2x3y Â›Ó·È:
3Ô˘ ‚·ıÌÔ‡ ˆ˜ ÚÔ˜ x
1Ô˘ ‚·ıÌÔ‡ ˆ˜ ÚÔ˜ y
4Ô˘ ‚·ıÌÔ‡ ˆ˜ ÚÔ˜ x Î·È y

Μονώνυμο
2x3y

συντελεστής κύριο μέρος



TÔ È‰·ÓÈÎfi ‚¿ÚÔ˜ μ (ÛÂ ÎÈÏ¿) ÂÓfi˜ ÂÓ‹ÏÈÎ·, ‡„Ô˘˜ ˘ (ÛÂ cm) ‰›ÓÂÙ·È ·fi ÙÔÓ Ù‡Ô

μ = Î (˘ – 100 + ), fiÔ˘ t Â›Ó·È Ë ËÏÈÎ›· ÙÔ˘ (ÛÂ ¤ÙË) Î·È Î ÌÈ· ÛÙ·ıÂÚ¿ (ÁÈ· ÙÔÓ

¿Ó‰Ú· Î = 0,9 Î·È ÁÈ· ÙË Á˘Ó·›Î· Î = 0,8). ¡· ‚ÚÂıÂ› ÔÈÔ Â›Ó·È ÙÔ È‰·ÓÈÎfi ‚¿ÚÔ˜
ÁÈ· ¤Ó·Ó ¿Ó‰Ú· Î·È ÌÈ· Á˘Ó·›Î·, ·fi ÙÔ˘˜ ÔÔ›Ô˘˜ Ô Î·ı¤Ó·˜ Â›Ó·È 30 ÂÙÒÓ Î·È ¤¯ÂÈ
‡„Ô˜ 1,77 m.

Λύση
TÔ È‰·ÓÈÎfi ‚¿ÚÔ˜ μ (ÛÂ ÎÈÏ¿) ÂÓfi˜ ¿Ó‰Ú· ËÏÈÎ›·˜ 30 ÂÙÒÓ Î·È ‡„Ô˘˜ 1,77 m = 177 cm,

Â›Ó·È μ = 0,9 � (177 – 100 + ) = 0,9 � (177 – 100 + 3) = 0,9 � 80 = 72 ÎÈÏ¿.

TÔ È‰·ÓÈÎfi ‚¿ÚÔ˜ μ (ÛÂ ÎÈÏ¿) ÌÈ·˜ Á˘Ó·›Î·˜ ËÏÈÎ›·˜ 30 ÂÙÒÓ Î·È ‡„Ô˘˜ 1,77 m = 177 cm,

Â›Ó·È μ = 0,8 � (177 – 100 + ) = 0,8 � (177 – 100 + 3) = 0,8 � 80 = 64 ÎÈÏ¿.

¡· ‚ÚÂıÂ› ÙÔ ÌÔÓÒÓ˘ÌÔ Ô˘ ÂÎÊÚ¿˙ÂÈ ÙÔ ÂÌ‚·‰fiÓ ÙÔ˘
¯ÚˆÌ·ÙÈÛÌ¤ÓÔ˘ Ì¤ÚÔ˘˜, ÙÔ ÔÔ›Ô ÂÚÈ¤¯ÂÙ·È ÌÂÙ·Í‡ ÙÔ˘
ÙÂÙÚ·ÁÒÓÔ˘ Î·È ÙÔ˘ Î‡ÎÏÔ˘. ¡· ÚÔÛ‰ÈÔÚÈÛÙÂ› Ô Û˘ÓÙÂ-
ÏÂÛÙ‹˜ ÙÔ˘, ÙÔ Î‡ÚÈÔ Ì¤ÚÔ˜ ÙÔ˘ Î·È Ô ‚·ıÌfi˜ ÙÔ˘.
¡· ˘ÔÏÔÁÈÛÙÂ› Ë ·ÚÈıÌËÙÈÎ‹ ÙÈÌ‹ ÙÔ˘ ÁÈ· Ú = 10 cm.

Λύση
TÔ ÙÂÙÚ¿ÁˆÓÔ ¤¯ÂÈ ÏÂ˘Ú¿ 2Ú, ÔfiÙÂ ÙÔ ÂÌ‚·‰fiÓ ÙÔ˘ Â›Ó·È (2Ú)2 = 4Ú2. ∂ÂÈ‰‹ ÙÔ
ÂÌ‚·‰fiÓ ÙÔ˘ Î‡ÎÏÔ˘ Â›Ó·È Ú2, ÙÔ ¯ÚˆÌ·ÙÈÛÌ¤ÓÔ Ì¤ÚÔ˜ ¤¯ÂÈ ÂÌ‚·‰fiÓ 4Ú2 – Ú2. ªÂ ÙËÓ
ÂÈÌÂÚÈÛÙÈÎ‹ È‰ÈfiÙËÙ· Ë ·Ú¿ÛÙ·ÛË 4Ú2 – Ú2 ÁÚ¿ÊÂÙ·È

4Ú2 – Ú2 = (4 – )Ú2 = (4 – 3,14)Ú2 = 0,86Ú2

ÕÚ· Â›Ó·È ÌÔÓÒÓ˘ÌÔ ‰Â˘Ù¤ÚÔ˘ ‚·ıÌÔ‡ ÌÂ Û˘ÓÙÂÏÂÛÙ‹ 0,86 Î·È Î‡ÚÈÔ Ì¤ÚÔ˜ Ú2.
∏ ·ÚÈıÌËÙÈÎ‹ ÙÈÌ‹ ÙÔ˘ ÁÈ· Ú = 10 cm Â›Ó·È 0,86 � 102 = 0,86 � 100 = 86 cm2.

¶ÔÈÂ˜ ·fi ÙÈ˜ ·Ú·Î¿Ùˆ ·ÏÁÂ‚ÚÈÎ¤˜ ·Ú·ÛÙ¿ÛÂÈ˜ Â›Ó·È ÌÔÓÒÓ˘Ì·;

·) –3x2y ‚) 3 + x2y Á) ‰) 2x2yˆ3 Â) (3 –��2)·‚3 ÛÙ) ·‚Á3

¶ÔÈ· ·fi Ù· ·Ú·Î¿Ùˆ ÌÔÓÒÓ˘Ì· Â›Ó·È fiÌÔÈ·:

·) 6x2y2 ‚) – xy3 Á) –x3yˆ ‰) –5y3x Â) ÛÙ) y2x2

˙ ) Ë) –x2y2 ı) yx3ˆ È) ��2xy3xy3

7

5
2

ˆyx3

4
3
5

2

2
3

x3y
ˆ2

1
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Ú



N· Û˘ÌÏËÚÒÛÂÙÂ ÙÔÓ ·Ú·Î¿Ùˆ ›Ó·Î·:

ŒÓ· ÌÔÓÒÓ˘ÌÔ ¤¯ÂÈ Û˘ÓÙÂÏÂÛÙ‹ – Î·È Î‡ÚÈÔ Ì¤ÚÔ˜ xy2ˆ3. ¡· ‚ÚÂ›ÙÂ ÙÔ ›ÛÔ ÙÔ˘

Î·È ÙÔ ·ÓÙ›ıÂÙÔ ÌÔÓÒÓ˘Ìfi ÙÔ˘.

¡· Ï‡ÛÂÙÂ ÙÔ ÛÙ·˘ÚfiÏÂÍÔ.

Oƒπ∑√¡Δπ∞ ∫∞£∂Δ∞
1. ŒÎÊÚ·ÛË Ô˘ ÂÚÈ¤¯ÂÈ ·ÚÈıÌÔ‡˜ 1. ΔÔ ÌÔÓÒÓ˘ÌÔ ·˘Ùfi ‰ÂÓ ¤¯ÂÈ ‚·ıÌfi.

Î·È ÌÂÙ·‚ÏËÙ¤˜ Û˘Ó‰ÂfiÌÂÓÂ˜ ÌÂ Ù· 2. ™ÙÔ ÌÔÓÒÓ˘ÌÔ 7x4yˆ5 ˆ˜ ÚÔ˜ x
Û‡Ì‚ÔÏ· ÙˆÓ Ú¿ÍÂˆÓ (‰‡Ô Ï¤ÍÂÈ˜). Â›Ó·È 4.

2. ∂›Ó·È Ù· ÌÔÓÒÓ˘Ì· 8, –5, 0, 3. 3. ¶·Ú¿ÛÙ·ÛË Ô˘ ÌÂÙ·Í‡ ÙˆÓ ÌÂÙ·-
3. ∂›Ó·È Ô ‚·ıÌfi˜ ÙÔ˘ ÌÔÓˆÓ‡ÌÔ˘ ‚ÏËÙÒÓ ÙË˜ ÛËÌÂÈÒÓÔÓÙ·È ÌfiÓÔ ÔÈ

3x2ˆ ˆ˜ ÚÔ˜ y. Ú¿ÍÂÈ˜ ÙË˜ ÚfiÛıÂÛË˜ Î·È ÙÔ˘
4. ™ÙÔ ÌÔÓÒÓ˘ÌÔ –2x2y Â›Ó·È ÙÔ –2. ÔÏÏ·Ï·ÛÈ·ÛÌÔ‡.

5. ∂›Ó·È Ù· ÌÔÓÒÓ˘Ì· – x3y, –3x3y. 4. ∂›Ó·È Ù· ÌÔÓÒÓ˘Ì· 5xy2, –��25xy2.

6. O Û˘ÓÙÂÏÂÛÙ‹˜ ÙÔ˘ ÌÔÓˆÓ‡ÌÔ˘ xy. 5. E›Ó·È Ù· ÌÔÓÒÓ˘Ì· 4·2‚5, –·2‚5.
7. ∂›Ó·È ÙÔ xyˆ2 ÛÙÔ ÌÔÓÒÓ˘ÌÔ 4xyˆ2 6. H ......... ÙÔ˘ ÌÔÓˆÓ‡ÌÔ˘ –2x2y ÁÈ·

(‰‡Ô Ï¤ÍÂÈ˜). x = 2 Î·È y = –1 Â›Ó·È 8.
8. ∏ ·ÏÔ‡ÛÙÂÚË ·ÏÁÂ‚ÚÈÎ‹ ·Ú¿ÛÙ·ÛË. 7. ∂›Ó·È Ô ‚·ıÌfi˜ ÙˆÓ ÛÙ·ıÂÚÒÓ ÌÔÓˆ-

Ó‡ÌˆÓ 6, –3, 7.
8. ∏ Ú¿ÍË ·˘Ù‹ ‰Â ÛËÌÂÈÒÓÂÙ·È ÌÂÙ·-

Í‡ ÙˆÓ ÌÂÙ·‚ÏËÙÒÓ ÂÓfi˜ ÌÔÓˆÓ‡ÌÔ˘.

6
2

5

1
34

–��3x4

1⎯ x2y5

7

–xy 2

5xy 4

μ·ıÌfi˜ ˆ˜
ÚÔ˜ x Î·È y

μ·ıÌfi˜ ˆ˜
ÚÔ˜ y

μ·ıÌfi˜ ˆ˜
ÚÔ˜ x

∫‡ÚÈÔ
Ì¤ÚÔ˜™˘ÓÙÂÏÂÛÙ‹˜ªÔÓÒÓ˘ÌÔ
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N· ‚ÚÂ›ÙÂ ÙËÓ ·ÚÈıÌËÙÈÎ‹ ÙÈÌ‹ ÙˆÓ ·ÏÁÂ‚ÚÈÎÒÓ ·Ú·ÛÙ¿ÛÂˆÓ:
·) –2xy3 + x2y – 4 ÁÈ· x = –2 Î·È y = 1

‚) xˆ2 + ˆ3 ÁÈ· x = 3 Î·È ˆ = –2

ŒÓ· ÌÔÓÒÓ˘ÌÔ ¤¯ÂÈ Û˘ÓÙÂÏÂÛÙ‹ – Î·È ÌÂÙ·‚ÏËÙ¤˜ ·, ‚. ¡· ÚÔÛ‰ÈÔÚ›ÛÂÙÂ ÙÔ

ÌÔÓÒÓ˘ÌÔ, ·Ó Ô ‚·ıÌfi˜ ÙÔ˘ ˆ˜ ÚÔ˜ · Â›Ó·È 2 Î·È ˆ˜ ÚÔ˜ · Î·È ‚ Â›Ó·È 5.

¡· ÚÔÛ‰ÈÔÚ›ÛÂÙÂ ÙËÓ ÙÈÌ‹ ÙÔ˘ Ê˘ÛÈÎÔ‡ ·ÚÈıÌÔ‡ Ó, ÒÛÙÂ ÙÔ ÌÔÓÒÓ˘ÌÔ 3xÓy2

·) Ó· Â›Ó·È ÌË‰ÂÓÈÎÔ‡ ‚·ıÌÔ‡ ˆ˜ ÚÔ˜ x
‚) Ó· Â›Ó·È ¤ÌÙÔ˘ ‚·ıÌÔ‡ ˆ˜ ÚÔ˜ x Î·È y
Á) Ó· ¤¯ÂÈ ·ÚÈıÌËÙÈÎ‹ ÙÈÌ‹ 48, ÁÈ· x = 2 Î·È y = –1.

¡· ‚ÚÂ›ÙÂ ÙÔ˘˜ ·ÚÈıÌÔ‡˜ Î. Ï, Ó, ÒÛÙÂ Ù· ÌÔÓÒÓ˘Ì· 4x3yÓ,  ÏxÎy2 Ó· Â›Ó·È:
·) fiÌÔÈ· ‚) ›Û· Á) ·ÓÙ›ıÂÙ·

¡· ÁÚ¿„ÂÙÂ Ù· ÌÔÓÒÓ˘Ì· Ô˘ ÂÎÊÚ¿˙Ô˘Ó ÙÔ ÂÌ‚·‰fiÓ
Î·È ÙÔÓ fiÁÎÔ ÌÈ·˜ ÛÊ·›Ú·˜ Ô˘ ¤¯ÂÈ ·ÎÙ›Ó· Ú. ¡·
ÚÔÛ‰ÈÔÚ›ÛÂÙÂ ÙÔ Û˘ÓÙÂÏÂÛÙ‹, ÙÔ Î‡ÚÈÔ Ì¤ÚÔ˜ Î·È ÙÔ
‚·ıÌfi Î¿ıÂ ÌÔÓˆÓ‡ÌÔ˘. ¶ÔÈ· Â›Ó·È Ë ·ÚÈıÌËÙÈÎ‹ ÙÈÌ‹
Î¿ıÂ ÌÔÓˆÓ‡ÌÔ˘, fiÙ·Ó Ú = 10;

ªÈ· ÔÌ¿‰· Î·Ï·ıÔÛÊ·›ÚÈÛË˜ ¤‰ˆÛÂ 9 ·ÁÒÓÂ˜.
¡· ÁÚ¿„ÂÙÂ ÌÈ· ·ÏÁÂ‚ÚÈÎ‹ ·Ú¿ÛÙ·ÛË Ô˘ ÂÎÊÚ¿˙ÂÈ
ÙÔ˘˜ ‚·ıÌÔ‡˜ Ô˘ Û˘ÁÎ¤ÓÙÚˆÛÂ, ·Ó ÛÂ Î¿ıÂ Ó›ÎË
·›ÚÓÂÈ 2 ‚·ıÌÔ‡˜ Î·È ÛÂ Î¿ıÂ ‹ÙÙ· 1 ‚·ıÌfi.

¡· ÁÚ¿„ÂÙÂ ÙËÓ ·ÏÁÂ‚ÚÈÎ‹ ·Ú¿ÛÙ·ÛË Ô˘
ÂÎÊÚ¿˙ÂÈ ÙÔ ÂÌ‚·‰fiÓ ÙÔ˘ ÙÂÙÚ·ÁÒÓÔ˘ μ°¢∂.
¶ÔÈÔ Â›Ó·È ÙÔ ÂÌ‚·‰fiÓ, fiÙ·Ó x = 12;

7
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4

3

5
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¶Ú¿ÍÂÈ˜ ÌÂ ÌÔÓÒÓ˘Ì· 
√È ÌÂÙ·‚ÏËÙ¤˜ ÂÓfi˜ ÌÔÓˆÓ‡ÌÔ˘ ·ÓÙÈÚÔÛˆÂ‡Ô˘Ó ·ÚÈıÌÔ‡˜ Î·È ÁÈ’ ·˘Ùfi ÛÙÈ˜ Ú¿ÍÂÈ˜
Ô˘ Á›ÓÔÓÙ·È ÌÂÙ·Í‡ ÌÔÓˆÓ‡ÌˆÓ ÈÛ¯‡Ô˘Ó fiÏÂ˜ ÔÈ È‰ÈfiÙËÙÂ˜ ÙˆÓ Ú¿ÍÂˆÓ Ô˘ ÈÛ¯‡Ô˘Ó Î·È
ÛÙÔ˘˜ ·ÚÈıÌÔ‡˜.

¶ÚfiÛıÂÛË ÌÔÓˆÓ‡ÌˆÓ
ŒÓ· ¿ıÚÔÈÛÌ· ÔÌÔ›ˆÓ ÌÔÓˆÓ‡ÌˆÓ .¯. –5x3 + 2x3 ÌÂ ÙË ‚Ô‹ıÂÈ· ÙË˜ ÂÈÌÂÚÈÛÙÈÎ‹˜
È‰ÈfiÙËÙ·˜ ÁÚ¿ÊÂÙ·È 

–5x3 + 2x3 = (–5 + 2)x3 = –3x3

¶·Ú·ÙËÚÔ‡ÌÂ fiÙÈ:
ΔÔ ¿ıÚÔÈÛÌ· ÔÌÔ›ˆÓ ÌÔÓˆÓ‡ÌˆÓ Â›Ó·È ÌÔÓÒÓ˘ÌÔ fiÌÔÈÔ ÌÂ ·˘Ù¿ Î·È ¤¯ÂÈ Û˘ÓÙÂÏÂÛÙ‹
ÙÔ ¿ıÚÔÈÛÌ· ÙˆÓ Û˘ÓÙÂÏÂÛÙÒÓ ÙÔ˘˜.

™‡ÌÊˆÓ· ÌÂ ÙÔÓ ÚÔËÁÔ‡ÌÂÓÔ Î·ÓfiÓ·, ¤¯Ô˘ÌÂ  –12x2y – 3x2y = –15x2y.
AÓ Ù· ÌÔÓÒÓ˘Ì· ‰ÂÓ Â›Ó·È fiÌÔÈ·, fiˆ˜ Ù· 3x Î·È 5y, ÙfiÙÂ ÙÔ ¿ıÚÔÈÛÌ¿ ÙÔ˘˜ 3x + 5y ‰ÂÓ
Â›Ó·È ÌÔÓÒÓ˘ÌÔ.

¶ÔÏÏ·Ï·ÛÈ·ÛÌfi˜ ÌÔÓˆÓ‡ÌˆÓ
ŒÓ· ÁÈÓfiÌÂÓÔ ÌÔÓˆÓ‡ÌˆÓ .¯. (–2x)(3x2y) ÌÂ ÙË ‚Ô‹ıÂÈ· ÙˆÓ È‰ÈÔÙ‹ÙˆÓ ÙÔ˘ ÔÏÏ·Ï·-
ÛÈ·ÛÌÔ‡ Î·È ÙˆÓ ‰˘Ó¿ÌÂˆÓ ÁÚ¿ÊÂÙ·È

(–2x)(3x2y) = (–2)x � 3x2y = (–2) � 3(xx2)y = –6x3y.

¶·Ú·ÙËÚÔ‡ÌÂ fiÙÈ:
ΔÔ ÁÈÓfiÌÂÓÔ ÌÔÓˆÓ‡ÌˆÓ Â›Ó·È ÌÔÓÒÓ˘ÌÔ ÌÂ:
ñ Û˘ÓÙÂÏÂÛÙ‹ ÙÔ ÁÈÓfiÌÂÓÔ ÙˆÓ Û˘ÓÙÂÏÂÛÙÒÓ ÙÔ˘˜ Î·È
ñ Î‡ÚÈÔ Ì¤ÚÔ˜ ÙÔ ÁÈÓfiÌÂÓÔ fiÏˆÓ ÙˆÓ ÌÂÙ·‚ÏËÙÒÓ ÙÔ˘˜ ÌÂ ÂÎı¤ÙË Î¿ıÂ ÌÂÙ·‚ÏËÙ‹˜ ÙÔ

¿ıÚÔÈÛÌ· ÙˆÓ ÂÎıÂÙÒÓ ÙË˜.

™‡ÌÊˆÓ· ÌÂ ÙÔÓ ÚÔËÁÔ‡ÌÂÓÔ Î·ÓfiÓ· ¤¯Ô˘ÌÂ  (–3x4y3ˆ)( xˆ3) = – x5y3ˆ4.

¢È·›ÚÂÛË ÌÔÓˆÓ‡ÌˆÓ
∏ ‰È·›ÚÂÛË ÌÔÓˆÓ‡ÌˆÓ, fiˆ˜ Î·È Ë ‰È·›ÚÂÛË ·ÚÈıÌÒÓ Á›ÓÂÙ·È, ·Ó ÔÏÏ·Ï·ÛÈ¿ÛÔ˘ÌÂ ÙÔ
‰È·ÈÚÂÙ¤Ô ÌÂ ÙÔÓ ·ÓÙ›ÛÙÚÔÊÔ ÙÔ˘ ‰È·ÈÚ¤ÙË.
°È· ·Ú¿‰ÂÈÁÌ·,
(–12x4yω2) : (4x 2yω) = –12x4yω2 � = = – � � � = –3x 2ω.

√ÌÔ›ˆ˜ ¤¯Ô˘ÌÂ: (7xy4) : (–x3y) = = – 

¶·Ú·ÙËÚÔ‡ÌÂ fiÙÈ ÛÙÔ ÚÒÙÔ ·Ú¿‰ÂÈÁÌ· ÙÔ ËÏ›ÎÔ ÙˆÓ ÌÔÓˆÓ‡ÌˆÓ Â›Ó·È ÌÔÓÒÓ˘ÌÔ,
ÂÓÒ ÛÙÔ ‰Â‡ÙÂÚÔ ·Ú¿‰ÂÈÁÌ· ‰ÂÓ Â›Ó·È ÌÔÓÒÓ˘ÌÔ.

7y 3

x2

7χy 4

–x3y

ω2

ω
y
y

χ 4

χ2
12
4

–12χ 4yω2

4x2yω
1

4x2yω

6
5

2
5

B



N· Á›ÓÔ˘Ó ÔÈ Ú¿ÍÂÈ˜:

·) –7·x2 – ·x2 + 4·x2 ‚) (– xy2) � (– x3y2)     Á) ( ·3‚) : (– ·‚3)

Λύση
·) –7·x2 – ·x2 + 4·x2 = (–7 – + 4) ·x2 = (– – + ) ·x2 = – ·x2

‚) (– xy2) � (– x3y2) = x4y4 = x4y4

Á) ( ·3‚) : (– ·‚3) = : (– ) = � (– ) = – = –

∞fi ÙÔ ÛËÌÂ›Ô ∞ ·Ê‹ÓÔ˘ÌÂ ¤Ó· ÛÒÌ· Ó· ¤ÛÂÈ ÛÙÔ ¤‰·ÊÔ˜. ∞Ó Ô
¯ÚfiÓÔ˜ t ÛÂ sec Ô˘ ÌÂÛÔÏ·‚Â› Ì¤¯ÚÈ Ó· ÊÙ¿ÛÂÈ ÛÙÔ ¤‰·ÊÔ˜ Â›Ó·È
‰ÈÏ¿ÛÈÔ˜ ÙÔ˘ ¯ÚfiÓÔ˘ Ô˘ ı· ¤Î·ÓÂ, ·Ó ÙÔ ·Ê‹Ó·ÌÂ Ó· ¤ÛÂÈ ·fi ÙÔ
ÛËÌÂ›Ô μ, Ó· ‚ÚÂıÂ› ÙÔ ÌÔÓÒÓ˘ÌÔ Ô˘ ÂÎÊÚ¿˙ÂÈ ÙËÓ ·fiÛÙ·ÛË ∞μ.

Λύση
Afi ÙË º˘ÛÈÎ‹ ÁÓˆÚ›˙Ô˘ÌÂ fiÙÈ Ë ·fiÛÙ·ÛË ∞∂ ‰›ÓÂÙ·È ·fi ÙÔÓ Ù‡Ô
∞∂ = gt2, fiÔ˘ g = 10 m/sec2 ÂÚ›Ô˘.  ÕÚ· ∞∂ = 5t2.

AÓ ·Ê‹Ó·ÌÂ ÙÔ ÛÒÌ· Ó· ¤ÛÂÈ ·fi ÙÔ ÛËÌÂ›Ô μ, ÙfiÙÂ ı· ¤ÊÙ·ÓÂ
ÛÙÔ ¤‰·ÊÔ˜ ÛÂ ¯ÚfiÓÔ sec Î·È ı· ‹Ù·Ó

μ∂ = � g � ( )2
= � 10 � = t2. 

H ·fiÛÙ·ÛË ∞μ Â›Ó·È ∞μ = ∞∂ – μ∂ = 5t2 – t2 = t2 – t2 =  t2. 

MÈ· ÙÛÈÌÂÓÙ¤ÓÈ· Î˘ÏÈÓ‰ÚÈÎ‹ ÎÔÏÒÓ·, Ô˘ ¤¯ÂÈ ·ÎÙ›Ó· ‚¿ÛË˜ Ú Î·È ‡„Ô˜ ˘, ÂÓÈÛ¯‡ÂÙ·È
ÂÚÈÌÂÙÚÈÎ¿ ÌÂ ÙÛÈÌ¤ÓÙÔ Î·È ·ÔÎÙ¿ ·ÎÙ›Ó· ‚¿ÛË˜ ‰ÈÏ¿ÛÈ· ÙË˜ ·Ú¯ÈÎ‹˜. √ ÌË¯·ÓÈÎfi˜
ÈÛ¯˘Ú›˙ÂÙ·È fiÙÈ ÙÔ ÙÛÈÌ¤ÓÙÔ Ô˘ ÚÔÛÙ¤ıËÎÂ ¤¯ÂÈ fiÁÎÔ ÙÚÈÏ¿ÛÈÔ ÙÔ˘ ·Ú¯ÈÎÔ‡ fiÁÎÔ˘
ÙË˜ ÎÔÏÒÓ·˜. ∂›Ó·È ÛˆÛÙfi˜ Ô ÈÛ¯˘ÚÈÛÌfi˜ ÙÔ˘;

Λύση
√ ·Ú¯ÈÎfi˜ fiÁÎÔ˜ ÙË˜ ÎÔÏÒÓ·˜ ‹Ù·Ó V1 = Ú2˘.
ªÂÙ¿ ÙËÓ ÂÓ›Û¯˘ÛË ÙË˜ ÎÔÏÒÓ·˜, Ô Û˘ÓÔÏÈÎfi˜ fiÁÎÔ˜ ÙË˜ ¤ÁÈÓÂ
V2 = (2Ú)2˘ = (4Ú2)˘ = 4Ú2˘. ÕÚ· ÙÔ ÙÛÈÌ¤ÓÙÔ Ô˘ ÚÔ-
ÛÙ¤ıËÎÂ ¤¯ÂÈ fiÁÎÔ V2 – V1 = 4Ú2˘ – Ú2˘ = 3Ú2˘, Ô˘ Â›Ó·È
Ú¿ÁÌ·ÙÈ ÙÚÈÏ¿ÛÈÔ˜ ÙÔ˘ ·Ú¯ÈÎÔ‡ fiÁÎÔ˘ Ú2˘ ÙË˜ ÎÔÏÒÓ·˜.
∂ÔÌ¤Óˆ˜ Ô ÈÛ¯˘ÚÈÛÌfi˜ ÙÔ˘ ÌË¯·ÓÈÎÔ‡ Â›Ó·È ÛˆÛÙfi˜.
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¡· ¯·Ú·ÎÙËÚ›ÛÂÙÂ ÙÈ˜ ·Ú·Î¿Ùˆ ÚÔÙ¿ÛÂÈ˜ ÌÂ (™), ·Ó Â›Ó·È ÛˆÛÙ¤˜ ‹ ÌÂ (§) ·Ó
Â›Ó·È Ï·Óı·ÛÌ¤ÓÂ˜.
·) ΔÔ ¿ıÚÔÈÛÌ· ÔÌÔ›ˆÓ ÌÔÓˆÓ‡ÌˆÓ Â›Ó·È ÌÔÓÒÓ˘ÌÔ.
‚) ∏ ‰È·ÊÔÚ¿ ‰‡Ô ÌÔÓˆÓ‡ÌˆÓ Â›Ó·È ÌÔÓÒÓ˘ÌÔ.
Á) ΔÔ ÁÈÓfiÌÂÓÔ ÌÔÓˆÓ‡ÌˆÓ Â›Ó·È ÌÔÓÒÓ˘ÌÔ.
‰) ΔÔ ËÏ›ÎÔ ‰‡Ô ÌÔÓˆÓ‡ÌˆÓ Â›Ó·È ÌÔÓÒÓ˘ÌÔ.

¡· Û˘ÌÏËÚÒÛÂÙÂ ÙÈ˜ ÈÛfiÙËÙÂ˜:
·) –5x2 + 2x2 = .......... ‚) –5x2 � 2x3 = .......... Á) 3x – 2y + 2x = ..........
‰) 4x2y – yx2 = .......... Â) 2xy � y2 = .......... ÛÙ) 6x3y : 3xy = ..........

˙) 5x4ˆ3 (.....) = –10x6ˆ4 Ë) = ı) 3x2y – ..... = –4x2y

N· Î¿ÓÂÙÂ ÙÈ˜ Ú¿ÍÂÈ˜:
·) –7x2y + 4x2y ‚) 4·x2 – 6·x2 + ·x2 Á) 6x3 – x3

‰) 0,25·‚ – 0,35·‚ + 0,5·‚ Â) xy2ˆ4 – 1,2xy2ˆ4 ÛÙ) –3��2x2 + 4��2x2 – ��2x2

N· ˘ÔÏÔÁ›ÛÂÙÂ Ù· ÁÈÓfiÌÂÓ·:
·) –3x � 5x2 ‚) 6x2 � x3 Á) 2xy3 � (–3x2y)        ‰) –3x2y � (–2xy4ˆ)

Â) – ·‚3 � 4·‚3 ÛÙ) x3·2 � (– x·3) ˙) (– xy3) � (–3x2ˆ) � (– yˆ3)
N· ˘ÔÏÔÁ›ÛÂÙÂ Ù· ËÏ›Î·:

·) 12·3 : (–3·) ‚) 8x2y : (2xy2) Á) (– ·3‚5) : ( ·2‚2)
‰) (0,84x2ˆ5) : (–0,12xˆ3) Â) (–x3·4ˆ) : (– x2·) ÛÙ) (0,5·3‚7) : (– ·2‚2)
¡· Î¿ÓÂÙÂ ÙÈ˜ Ú¿ÍÂÈ˜:

·) (– x2y)2 
� (6xy3)            ‚) (–2x2y3)3 : (–8x3y4)    Á) (–2xy4ˆ3)2 � (–x2y)3

¡· ‚ÚÂ›ÙÂ ÙÔ ÂÌ‚·‰fiÓ ÙˆÓ ·Ú·Î¿Ùˆ Û¯ËÌ¿ÙˆÓ. ¶ÔÈÂ˜ ·fi ÙÈ˜ ÂÎÊÚ¿ÛÂÈ˜ Ô˘
‚Ú‹Î·ÙÂ Â›Ó·È ÌÔÓÒÓ˘Ì·;

¡· Û˘ÁÎÚ›ÓÂÙÂ ÙÔ ÂÌ‚·‰fiÓ ÙÔ˘ Ú¿ÛÈÓÔ˘ ÙÚÈÁÒÓÔ˘ ÌÂ
ÙÔ ¿ıÚÔÈÛÌ· ÙˆÓ ÂÌ‚·‰ÒÓ ÙˆÓ Î›ÙÚÈÓˆÓ ÙÚÈÁÒÓˆÓ.
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✔ Mαθαίνω τι είναι πολυώνυμο, ποιος είναι ο βαθμός ενός
πολυωνύμου και διακρίνω αν δύο πολυώνυμα είναι ίσα.

✔ Mαθαίνω να προσθέτω και να αφαιρώ πολυώνυμα.

1. ¡· ÁÚ¿„ÂÙÂ ÙÚ›· fiÌÔÈ· ÌÔÓÒÓ˘Ì· ÌÂ ‰‡Ô ÌÂÙ·‚ÏËÙ¤˜ Î·È Ó· ‚ÚÂ›ÙÂ ÙÔ ¿ıÚÔÈÛÌ¿ ÙÔ˘˜.

2. ¡· ÁÚ¿„ÂÙÂ ÙÚ›· ÌÔÓÒÓ˘Ì· ÌÂ ‰‡Ô ÌÂÙ·‚ÏËÙ¤˜ Ô˘ ‰ÂÓ Â›Ó·È fiÌÔÈ·. ªÔÚÂ›ÙÂ ÙÒÚ·
Ó· ‚ÚÂ›ÙÂ ¤Ó· ÌÔÓÒÓ˘ÌÔ ›ÛÔ ÌÂ ÙÔ ¿ıÚÔÈÛÌ¿ ÙÔ˘˜;

3. ¡· ‚ÚÂ›ÙÂ ÙÔ ‚·ıÌfi Î¿ıÂ ÌÔÓˆÓ‡ÌÔ˘ ÙË˜ ÚÔËÁÔ‡ÌÂÓË˜ ÂÚÒÙËÛË˜, ˆ˜ ÚÔ˜ Î¿ıÂ
ÌÂÙ·‚ÏËÙ‹ Î·È ˆ˜ ÚÔ˜ ÙÈ˜ ‰‡Ô ÌÂÙ·‚ÏËÙ¤˜.

¶ÔÏ˘ÒÓ˘Ì· 
™ÙËÓ ÚÔËÁÔ‡ÌÂÓË ÂÓfiÙËÙ· Â›‰·ÌÂ, fiÙÈ ÙÔ ¿ıÚÔÈÛÌ· ÔÌÔ›ˆÓ ÌÔÓˆÓ‡ÌˆÓ
Â›Ó·È ÌÔÓÒÓ˘ÌÔ fiÌÔÈÔ ÌÂ ·˘Ù¿. ∞Ó ‰‡Ô ÙÔ˘Ï¿¯ÈÛÙÔÓ ÌÔÓÒÓ˘Ì· ‰ÂÓ Â›Ó·È
fiÌÔÈ·, ÙfiÙÂ ÙÔ ¿ıÚÔÈÛÌ¿ ÙÔ˘˜ ‰ÂÓ Â›Ó·È ÌÔÓÒÓ˘ÌÔ ·ÏÏ¿ ÌÈ· ·ÏÁÂ‚ÚÈÎ‹
·Ú¿ÛÙ·ÛË, Ô˘ Ï¤ÁÂÙ·È ÔÏ˘ÒÓ˘ÌÔ. .¯. 3x2y + 2xy4 – 5x3y3

K¿ıÂ ÌÔÓÒÓ˘ÌÔ Ô˘ ÂÚÈ¤¯ÂÙ·È ÛÂ ¤Ó·
ÔÏ˘ÒÓ˘ÌÔ Ï¤ÁÂÙ·È fiÚÔ˜ ÙÔ˘ ÔÏ˘ˆÓ‡ÌÔ˘.

EÈ‰ÈÎfiÙÂÚ·, ¤Ó· ÔÏ˘ÒÓ˘ÌÔ Ô˘ ‰ÂÓ ¤¯ÂÈ fiÌÔÈÔ˘˜ fiÚÔ˘˜ Ï¤ÁÂÙ·È
ñ ‰ÈÒÓ˘ÌÔ, ·Ó ¤¯ÂÈ ‰‡Ô fiÚÔ˘˜
ñ ÙÚÈÒÓ˘ÌÔ, ·Ó ¤¯ÂÈ ÙÚÂÈ˜ fiÚÔ˘˜.

μ·ıÌfi˜ ÂÓfi˜ ÔÏ˘ˆÓ‡ÌÔ˘ ˆ˜ ÚÔ˜ Ì›· ‹
ÂÚÈÛÛfiÙÂÚÂ˜ ÌÂÙ·‚ÏËÙ¤˜ ÙÔ˘, Â›Ó·È Ô ÌÂÁ·-
Ï‡ÙÂÚÔ˜ ·fi ÙÔ˘˜ ‚·ıÌÔ‡˜ ÙˆÓ fiÚˆÓ ÙÔ˘.

™˘ÌÊˆÓÔ‡ÌÂ, ·ÎfiÌ·, fiÙÈ Î¿ıÂ ·ÚÈıÌfi˜ ÌÔÚÂ› Ó· ıÂˆÚËıÂ› Î·È ˆ˜ ÔÏ˘ÒÓ˘ÌÔ, ÔfiÙÂ
Ï¤ÁÂÙ·È ÛÙ·ıÂÚfi ÔÏ˘ÒÓ˘ÌÔ. ∂È‰ÈÎfiÙÂÚ·, Ô ·ÚÈıÌfi˜ ÌË‰¤Ó Ï¤ÁÂÙ·È ÌË‰ÂÓÈÎfi ÔÏ˘ÒÓ˘ÌÔ
Î·È ‰ÂÓ ¤¯ÂÈ ‚·ıÌfi, ÂÓÒ Î¿ıÂ ¿ÏÏÔ ÛÙ·ıÂÚfi ÔÏ˘ÒÓ˘ÌÔ Â›Ó·È ÌË‰ÂÓÈÎÔ‡ ‚·ıÌÔ‡.

ΔΡΑΣΤΗΡΙΟΤΗΤA

¶ÔÏ˘ÒÓ˘Ì· – ¶ÚfiÛıÂÛË Î·È ∞Ê·›ÚÂÛË ÔÏ˘ˆÓ‡ÌˆÓ1. 3

3α2 – 2β
2χ2 – 3χ + 4

ΔÔ ÔÏ˘ÒÓ˘ÌÔ 3x2y + 2xy4 – 5x3y3

¤¯ÂÈ ÙÚÂÈ˜ fiÚÔ˘˜ Ô˘ Â›Ó·È Ù·
ÌÔÓÒÓ˘Ì· 3x2y, 2xy4, –5x3y3.

ΔÔ ÔÏ˘ÒÓ˘ÌÔ 3x2y + 2xy4 – 5x3y3 Â›Ó·È
3Ô˘ ‚·ıÌÔ‡ ˆ˜ ÚÔ˜ x,
4Ô˘ ‚·ıÌÔ‡ ˆ˜ ÚÔ˜ y,

6Ô˘ ‚·ıÌÔ‡ ˆ˜ ÚÔ˜ x Î·È y.



ΔÔ ÔÏ˘ÒÓ˘ÌÔ  –3x + 2x2 + 5  ¤¯ÂÈ Ì›· ÌÂÙ·‚ÏËÙ‹ ÙËÓ x Î·È ÁÈ· Û˘ÓÙÔÌ›· Û˘Ì‚ÔÏ›˙ÂÙ·È
ƒ(x)  ‹  Q(x)  ‹  A(x) Î.Ù.Ï.
ΔÔ ÔÏ˘ÒÓ˘ÌÔ ƒ(x) = –3x + 2x2 + 5 Â›Ó·È ‰Â˘Ù¤ÚÔ˘ ‚·ıÌÔ‡ Î·È ÌÔÚÔ‡ÌÂ Ó· ÙÔ
ÁÚ¿„Ô˘ÌÂ ¤ÙÛÈ, ÒÛÙÂ Î¿ıÂ fiÚÔ˜ ÙÔ˘ Ó· Â›Ó·È ÌÂÁ·Ï‡ÙÂÚÔ˘ ‚·ıÌÔ‡ ·fi ÙÔÓ ÂfiÌÂÓfi ÙÔ˘.

¢ËÏ·‰‹,  ƒ(x) = 2x2 – 3x + 5.
TfiÙÂ, Ï¤ÌÂ, fiÙÈ ÁÚ¿ÊÔ˘ÌÂ ÙÔ ÔÏ˘ÒÓ˘ÌÔ Î·Ù¿ ÙÈ˜ Êı›ÓÔ˘ÛÂ˜ ‰˘Ó¿ÌÂÈ˜ ÙÔ˘ x.
H ·ÚÈıÌËÙÈÎ‹ ÙÈÌ‹ ÙÔ˘ ÔÏ˘ÒÓ˘ÌÔ˘ ƒ(x) ÁÈ· x = 5, Û˘Ì‚ÔÏ›˙ÂÙ·È ÌÂ ƒ(5) Î·È Â›Ó·È:

ƒ(5) = 2 � 52 – 3 � 5 + 5 = 50 – 15 + 5 = 40.

¢‡Ô ÔÏ˘ÒÓ˘Ì· Â›Ó·È ›Û·, fiÙ·Ó ¤¯Ô˘Ó
fiÚÔ˘˜ ›Û· ÌÔÓÒÓ˘Ì·.

∞Ó·ÁˆÁ‹ ÔÌÔ›ˆÓ fiÚˆÓ 
∞Ó ÛÂ ¤Ó· ÔÏ˘ÒÓ˘ÌÔ ˘¿Ú¯Ô˘Ó
fiÌÔÈ· ÌÔÓÒÓ˘Ì·, ‹ fiˆ˜ Ï¤ÌÂ fiÌÔÈÔÈ
fiÚÔÈ, ÙfiÙÂ ÌÔÚÔ‡ÌÂ Ó· ÙÔ˘˜ ·ÓÙÈÎ·-
Ù·ÛÙ‹ÛÔ˘ÌÂ ÌÂ ÙÔ ¿ıÚÔÈÛÌ¿ ÙÔ˘˜. ∏
ÂÚÁ·Û›· ·˘Ù‹ Ï¤ÁÂÙ·È ·Ó·ÁˆÁ‹
ÔÌÔ›ˆÓ fiÚˆÓ.

¶ÚfiÛıÂÛË – ∞Ê·›ÚÂÛË ÔÏ˘ˆÓ‡ÌˆÓ
ªÔÚÔ‡ÌÂ Ó· ÚÔÛı¤ÙÔ˘ÌÂ ‹ Ó· ·Ê·ÈÚÔ‡ÌÂ ÔÏ˘ÒÓ˘Ì· ¯ÚËÛÈÌÔÔÈÒÓÙ·˜ ÙÈ˜ ÁÓˆÛÙ¤˜
È‰ÈfiÙËÙÂ˜ ÙˆÓ Ú·ÁÌ·ÙÈÎÒÓ ·ÚÈıÌÒÓ.
°È· ·Ú¿‰ÂÈÁÌ·, Ù· ÔÏ˘ÒÓ˘Ì· ∞(x) = 3x3 – 2x2 – 7x – 5 Î·È μ(x) = 2x3 – x2 + x ¤¯Ô˘Ó
¿ıÚÔÈÛÌ· ‹ ‰È·ÊÔÚ¿ Ô˘ ‚Ú›ÛÎÔ˘ÌÂ ˆ˜ ÂÍ‹˜:
∞(x) + B(x)= (3x3 – 2x2 – 7x – 5) + (2x3 – x2 + x) = (∞·ÏÂ›ÊÔ˘ÌÂ ÙÈ˜ ·ÚÂÓı¤ÛÂÈ˜)

= 3x3 – 2x2 – 7x – 5 + 2x3 – x2 + x = (∫¿ÓÔ˘ÌÂ ·Ó·ÁˆÁ‹ ÔÌÔ›ˆÓ fiÚˆÓ)
= 5x3 – 3x2 – 6x – 5.

√ÌÔ›ˆ˜, ¤¯Ô˘ÌÂ:
∞(x) – B(x) = (3x3 – 2x2 – 7x – 5) – (2x3 – x2 + x) =

= 3x3 – 2x2 – 7x – 5 – 2x3 + x2 – x =
= x3 – x2 – 8x – 5.

·) ¡· ÁÚ·ÊÂ› ÙÔ ÔÏ˘ÒÓ˘ÌÔ ƒ(x) = 4x2 – 8x + ·x3 – 5 Î·Ù¿ ÙÈ˜ Êı›ÓÔ˘ÛÂ˜ ‰˘Ó¿ÌÂÈ˜ 
ÙÔ˘ x Î·È Ó· ‚ÚÂıÂ› Ô ‚·ıÌfi˜ ÙÔ˘.

‚) ∞Ó ÙÔ ƒ(x) Â›Ó·È ›ÛÔ ÌÂ ÙÔ ÔÏ˘ÒÓ˘ÌÔ Q(x) = ‚x2 + Áx + ‰, ÔÈÂ˜ Â›Ó·È ÔÈ ÙÈÌ¤˜
ÙˆÓ ·, ‚, Á, ‰;

1
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Δ· ÔÏ˘ÒÓ˘Ì· 3x2 – 5x + 1 Î·È ·x2 + ‚x + 1
Â›Ó·È ›Û·, ·Ó · = 3 Î·È ‚ = –5.

2·2 – 3‚ + 4·2 – 5‚ =
2·2 + 4·2 – 3‚ – 5‚ = 6·2 – 8‚

∏ ·Ú¯ÈÎ‹ ·ÏÁÂ‚ÚÈÎ‹ ·Ú¿ÛÙ·ÛË, Ô˘ Â›¯Â
Ù¤ÛÛÂÚÈ˜ fiÚÔ˘˜, Û˘ÌÙ‡¯ıËÎÂ ÛÂ Ì›· ¿ÏÏË
ÌÂ ‰‡Ô fiÚÔ˘˜.



Λύση
·) ΔÔ ÔÏ˘ÒÓ˘ÌÔ ƒ(x) = 4x2 – 8x + ·x3 – 5, Î·Ù¿ ÙÈ˜ Êı›ÓÔ˘ÛÂ˜ ‰˘Ó¿ÌÂÈ˜ ÙÔ˘ x

ÁÚ¿ÊÂÙ·È ƒ(x) = ·x3 + 4x2 – 8x – 5. To P(x) Â›Ó·È ÙÚ›ÙÔ˘ ‚·ıÌÔ‡, ·Ó · � 0 Î·È
‰Â˘Ù¤ÚÔ˘ ‚·ıÌÔ‡, ·Ó · = 0.

‚) Δ· ÔÏ˘ÒÓ˘Ì· ƒ(x) = ·x3 + 4x2 – 8x – 5 Î·È Q(x) = ‚x2 + Áx + ‰ Â›Ó·È ›Û·, ·Ó 
· = 0, ‚ =  4, Á = –8 Î·È ‰ = –5.

ªÈ· ‚ÈÔÙÂ¯Ó›· ÚÔ‡¯ˆÓ ÁÈ· Ó· Î·Ù·ÛÎÂ˘¿ÛÂÈ x Ô˘Î¿ÌÈÛ· ÍÔ‰Â‡ÂÈ ËÌÂÚËÛ›ˆ˜

500 C ÁÈ· ÌÈÛıÔ‡˜ ˘·ÏÏ‹ÏˆÓ, 10 C ÁÈ· Ù· ˘ÏÈÎ¿ Ô˘ ··ÈÙÂ› Î¿ıÂ Ô˘Î¿ÌÈÛÔ

(‡Ê·ÛÌ·, ÎÏˆÛÙ¤˜, ...) Î·È x2 C ÁÈ· Ù· ˘fiÏÔÈ· ¤ÍÔ‰¿ ÙË˜ (ÌÂÙ·ÊÔÚÈÎ¿,

ËÏÂÎÙÚÈÎfi ÚÂ‡Ì· ...). ¶fiÛ· ÍÔ‰Â‡ÂÈ ËÌÂÚËÛ›ˆ˜ ÁÈ· ÙËÓ Î·Ù·ÛÎÂ˘‹ x Ô˘Î·Ì›ÛˆÓ;
¶ÔÈ· ı· Â›Ó·È Ù· ¤ÍÔ‰· ÙË˜ ‚ÈÔÙÂ¯Ó›·˜, ·Ó Î·Ù·ÛÎÂ˘¿ÛÂÈ 50 Ô˘Î¿ÌÈÛ·;

Λύση
Δ· ¤ÍÔ‰· ÙˆÓ ˘ÏÈÎÒÓ ÁÈ· ÙËÓ Î·Ù·ÛÎÂ˘‹ ÂÓfi˜ Ô˘Î¿ÌÈÛÔ˘ Â›Ó·È 10 C, ÔfiÙÂ ÁÈ· Ù·
x Ô˘Î¿ÌÈÛ· Ù· ¤ÍÔ‰· ÙˆÓ ˘ÏÈÎÒÓ ı· Â›Ó·È 10x C. ΔÔ Û˘ÓÔÏÈÎfi ÔÛfi ÛÂ C, Ô˘
ÍÔ‰Â‡ÂÈ ËÌÂÚËÛ›ˆ˜ Ë ‚ÈÔÙÂ¯Ó›· Â›Ó·È ƒ(x) = x2 + 10x + 500

°È· ÙËÓ Î·Ù·ÛÎÂ˘‹ 50 Ô˘Î¿ÌÈÛˆÓ Ù· ¤ÍÔ‰· Â›Ó·È:
ƒ(50) = 502 + 10 � 50 + 500 =  2500 + 500 + 500 = 1250 C

∞Ó ƒ(x) = x2 – 3x + 4, Ó· ÚÔÛ‰ÈÔÚÈÛÙÂ› ÙÔ ÔÏ˘ÒÓ˘ÌÔ Q(x) = P(2x) – P(–x).

Λύση
Δo ÔÏ˘ÒÓ˘ÌÔ ƒ(2x) ÚÔÎ‡ÙÂÈ, ·Ó ÛÙÔ ƒ(x) ı¤ÛÔ˘ÌÂ, fiÔ˘ x ÙÔ 2x, ÔfiÙÂ ¤¯Ô˘ÌÂ:
ƒ(2x) = (2x)2 – 3(2x) + 4 = 4x2 – 6x + 4
ΔÔ ÔÏ˘ÒÓ˘ÌÔ ƒ(–x) ÚÔÎ‡ÙÂÈ, ·Ó ÛÙÔ ƒ(x) ı¤ÛÔ˘ÌÂ, fiÔ˘ x ÙÔ –x, ÔfiÙÂ ¤¯Ô˘ÌÂ:
ƒ(–x) = (–x)2 – 3(–x) + 4 = x2 + 3x + 4. ÕÚ·:
Q(x) = P(2x) – P(–x) = (4x2 – 6x + 4) – (x2 + 3x + 4) =

= 4x2 – 6x + 4 – x2 – 3x – 4 = 3x2 – 9x

¶ÔÈÂ˜ ·fi ÙÈ˜ ·Ú·Î¿Ùˆ ·ÏÁÂ‚ÚÈÎ¤˜ ·Ú·ÛÙ¿ÛÂÈ˜ Â›Ó·È ÔÏ˘ÒÓ˘Ì·;

·) 4x3 – 5x2 + 2x –   ‚) 3x4 – 7x2 – 12

Á) ��2 x2y – 5xy + y2 +   ‰) x3 + 2x2y – ��x y2 + 3y3

¶ÔÈ· ·fi Ù· ·Ú·Î¿Ùˆ ÔÏ˘ÒÓ˘Ì· Â›Ó·È 2Ô˘ ‚·ıÌÔ‡ ˆ˜ ÚÔ˜ x;
·) 7 – 3x – 2x2 ‚) 3x2 – 5x – 3x2 + 10
Á) 4x3 + x2 – 3x3 + 2x – x3 + 6 ‰) 2xy – 3y + 9

2
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1.3 ¶oÏ˘ÒÓ˘Ì· – ¶ÚfiÛıÂÛË Î·È ∞Ê·›ÚÂÛË ÔÏ˘ˆÓ‡ÌˆÓ



ŒÓ·˜ Ì·ıËÙ‹˜ ı¤ÏÔÓÙ·˜ Ó· ˘ÔÏÔÁ›ÛÂÈ ÙÔ ¿ıÚÔÈÛÌ· Î·È ÙË ‰È·ÊÔÚ¿ ÙˆÓ ÔÏ˘ˆ-
Ó‡ÌˆÓ  4x3 – 8x2 + x + 7  Î·È  x3 – 6x + 2  ¤ÁÚ·„Â

ÕıÚÔÈÛÌ· ¢È·ÊÔÚ¿
4x3 – 8x2 + x + 7 4x3 – 8x2 + x + 7

+ x3 – 6x + 2 + –x3 + 6x – 2
5x3 – 8x2 – 5x + 9 3x3 – 8x2 + 7x + 5

E›Ó·È ÛˆÛÙfi˜ Ô ÙÚfiÔ˜ Ô˘ ÂÊ¿ÚÌÔÛÂ; ¡· ÙÂÎÌËÚÈÒÛÂÙÂ ÙËÓ ·¿ÓÙËÛ‹ Û·˜.

¡· ÂÈÏ¤ÍÂÙÂ ÙË ÛˆÛÙ‹ ·¿ÓÙËÛË.
ΔÔ ÔÏ˘ÒÓ˘ÌÔ Ô˘ Ú¤ÂÈ Ó· ÚÔÛı¤ÛÔ˘ÌÂ ÛÙÔ 2x2 + 5x + 7 ÁÈ· Ó· ‚ÚÔ‡ÌÂ
¿ıÚÔÈÛÌ· 8x2 + 4x – 5 Â›Ó·È ÙÔ:
·) 6x2 + x – 2 ‚) 10x2 + 9x + 2 Á) 6x2 – x – 12 ‰) –6x2 + x + 12.

T· ÔÏ˘ÒÓ˘Ì· ∞(x), B(x) Î·È °(x) ¤¯Ô˘Ó ‚·ıÌÔ‡˜ 2, 3 Î·È 2 ·ÓÙÈÛÙÔ›¯ˆ˜.
·) ¡· ‚ÚÂ›ÙÂ ÙÔ ‚·ıÌfi ÙÔ˘ ÔÏ˘ÒÓ˘ÌÔ˘ ∞(x) + B(x).
‚) AÓ ÙÔ ÔÏ˘ÒÓ˘ÌÔ ∞(x) + °(x) ‰ÂÓ Â›Ó·È ÙÔ ÌË‰ÂÓÈÎfi, ÙÈ ‚·ıÌfi ÌÔÚÂ› Ó· ¤¯ÂÈ;

N· ÁÚ¿„ÂÙÂ Ù· ÔÏ˘ÒÓ˘Ì· Î·Ù¿ ÙÈ˜ Êı›ÓÔ˘ÛÂ˜ ‰˘Ó¿ÌÂÈ˜ ÙÔ˘ x.
·) P(x) = 3x – 5x2 + x4 + 10 + 2x3 ‚) Q(x) = –6x + 2x3 + 1
Á) A(x) = –3x2 + 7 + 2x3 + 7x ‰) μ(x) = x – x4 – 5

¢›ÓÂÙ·È ÙÔ ÔÏ˘ÒÓ˘ÌÔ ∞ = –2xy2 + y3 + 2x3 – xy2.
·) ¡· ‚ÚÂ›ÙÂ ÙËÓ ·ÚÈıÌËÙÈÎ‹ ÙÔ˘ ÙÈÌ‹ ÁÈ· x = 2 Î·È y = –1.
‚) ¡· ÁÚ¿„ÂÙÂ ÙÔ ÔÏ˘ÒÓ˘ÌÔ Î·Ù¿ ÙÈ˜ Êı›ÓÔ˘ÛÂ˜ ‰˘Ó¿ÌÂÈ˜ ÙÔ˘ y. ¶ÔÈÔ˜ Â›Ó·È Ô

‚·ıÌfi˜ ÙÔ˘ ˆ˜ ÚÔ˜ x Î·È y;

AÓ ƒ(x) = 2x2 + 2x – 9, Ó· ·Ô‰Â›ÍÂÙÂ fiÙÈ:
·) ƒ(–3) = ƒ(2) ‚) 3ƒ(1) + ƒ(3) = 0

∏ ÂÈÊ¿ÓÂÈ· ÂÓfi˜ ÛÙ·‰›Ô˘ ·ÔÙÂÏÂ›Ù·È ·fi ‰‡Ô
ËÌÈÎ˘ÎÏÈÎÔ‡˜ ‰›ÛÎÔ˘˜ Î·È ¤Ó· ÔÚıÔÁÒÓÈÔ ·Ú·Ï-
ÏËÏfiÁÚ·ÌÌÔ, Ô˘ ¤¯ÂÈ Ì‹ÎÔ˜ 100 Ì¤ÙÚ· Î·È
Ï¿ÙÔ˜ 2x Ì¤ÙÚ·.
·) ¡· ‚ÚÂ›ÙÂ ÙËÓ ÂÚ›ÌÂÙÚÔ Î·È ÙÔ ÂÌ‚·‰fiÓ ÙÔ˘.
‚) ¡· ˘ÔÏÔÁ›ÛÂÙÂ ÙËÓ ÂÚ›ÌÂÙÚÔ Î·È ÙÔ ÂÌ‚·‰fiÓ

ÙÔ˘, ·Ó ÙÔ Ï¿ÙÔ˜ ÙÔ˘ Â›Ó·È ›ÛÔ ÌÂ 60 Ì¤ÙÚ·.

4

3

2
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M¤ÚÔ˜ ∞ - ∫ÂÊ¿Ï·ÈÔ 1Ô

100 m

2x



N· Î¿ÓÂÙÂ ÙÈ˜ Ú¿ÍÂÈ˜:
·) (2x2 – x) – (x3 – 5x2 + x – 1) ‚) –3x2y – (2xy – yx2) + (3xy – y3)
Á) (2·2 – 3·‚) – (‚2 + 4·‚) – (·2 + ‚2) ‰) 2ˆ2 – �4ˆ – 3 – (ˆ2 + 5ˆ)�
Â) ( x2 – x + 1) – ( x + x2 – ) ÛÙ) (0,4x3 + 2,3x2) + (3,6x3 – 0,3x2 + 4) 

AÓ ∞(x) = 2x3 – x2 + x – 4, B(x) = –3x3 + 5x – 2 Î·È °(x) = 4x2 – 3x + 8, Ó· ‚ÚÂ›ÙÂ
Ù· ÔÏ˘ÒÓ˘Ì·:
·) ∞(x) – B(x) ‚) ∞(x) + °(x) Á) °(x) – �A(x) + B(x)�

N· Û˘ÌÏËÚÒÛÂÙÂ Ù· ÎÂÓ¿ ÛÙÈ˜ ·Ú·Î¿Ùˆ ÈÛfiÙËÙÂ˜:
·) (... ..... – 4x ... .....) + (x2 ... ..... + 4) = –6x2 – 8x + 7
‚) (–x3 ... ..... + 8) – (... ..... + x2 ... .....) = x3 – x2 + 5x + 9 

¡· Û˘ÌÏËÚÒÛÂÙÂ ÙÔ ·Ú·Î¿Ùˆ ÙÂÙÚ¿ÁˆÓÔ ÒÛÙÂ Ó· Â›Ó·È Ì·ÁÈÎfi. (Δ· ÙÚ›· ÔÏ˘Ò-
Ó˘Ì· ÔÚÈ˙ÔÓÙ›ˆ˜, Î·ı¤Ùˆ˜ Î·È ‰È·ÁˆÓ›ˆ˜ ¤¯Ô˘Ó ÙÔ ›‰ÈÔ ¿ıÚÔÈÛÌ·).

AÓ P(x) = (–5x2 + 4x – 3) – (x2 – 2x + 1) + (3x2 + x) Î·È Q(x) = ·x2 + ‚x + Á, Ó·
‚ÚÂ›ÙÂ ÙÈ˜ ÙÈÌ¤˜ ÙˆÓ ·, ‚, Á, ÒÛÙÂ Ù· ÔÏ˘ÒÓ˘Ì· ƒ(x) Î·È Q(x) Ó· Â›Ó·È ›Û·.

ŒÓ·˜ Ô‰ËÏ¿ÙË˜ ÍÂÎÈÓ¿ÂÈ ·fi ÙÔ ÛËÌÂ›Ô ∞
Î·È ÛÂ ¯ÚfiÓÔ t sec Î·ÙÂ‚·›ÓÂÈ ÙÔ ‰ÚfiÌÔ ∞μ
ÌÂ ÂÈÙ¿¯˘ÓÛË · = 2 m/sec2. ŸÙ·Ó ÊÙ¿ÛÂÈ
ÛÙÔ ÛËÌÂ›Ô μ, Û˘ÓÂ¯›˙ÂÈ Ó· ÎÈÓÂ›Ù·È ÛÙÔ
‰ÚfiÌÔ μ° ÁÈ· 10 sec ÌÂ ÛÙ·ıÂÚ‹ Ù·¯‡ÙËÙ·.
¡· ‚ÚÂ›ÙÂ ÙËÓ ·Ú¿ÛÙ·ÛË Ô˘ ÂÎÊÚ¿˙ÂÈ
ÙËÓ ·fiÛÙ·ÛË Ô˘ ‰È‹Ó˘ÛÂ Ô Ô‰ËÏ¿ÙË˜.
¶ÔÈ· ·fiÛÙ·ÛË ‰È‹Ó˘ÛÂ Ô Ô‰ËÏ¿ÙË˜, ·Ó
t = 5 sec;
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1.3 ¶oÏ˘ÒÓ˘Ì· – ¶ÚfiÛıÂÛË Î·È ∞Ê·›ÚÂÛË ÔÏ˘ˆÓ‡ÌˆÓ

μ °

∞

2x2+2x–3

9x2–3x+2

4x2+4x–5

7x2+3x–4
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Μαθαίνω να πολλαπλασιάζω:
✔ Μονώνυμο με πολυώνυμο

✔ Πολυώνυμο με πολυώνυμο

1. ¡· ÁÚ¿„ÂÙÂ ÙÔ ÁÈÓfiÌÂÓÔ ·(‚ + Á) Û‡ÌÊˆÓ· ÌÂ ÙËÓ ÂÈÌÂÚÈÛÙÈÎ‹ È‰ÈfiÙËÙ· Î·È ÌÂ
·Ó¿ÏÔÁÔ ÙÚfiÔ Ó· ‚ÚÂ›ÙÂ ÙËÓ ·Ú¿ÛÙ·ÛË 3x2(2x3 + 6x).

2. ¡· ÁÚ¿„ÂÙÂ ÙÔ ÁÈÓfiÌÂÓÔ (· + ‚)(Á + ‰) Û‡ÌÊˆÓ· ÌÂ ÙËÓ ÂÈÌÂÚÈÛÙÈÎ‹ È‰ÈfiÙËÙ· Î·È
ÌÂ ·Ó¿ÏÔÁÔ ÙÚfiÔ Ó· ‚ÚÂ›ÙÂ ÙËÓ ·Ú¿ÛÙ·ÛË (3x2y + 2y)(2x2 + 5).

¶ÔÏÏ·Ï·ÛÈ·ÛÌfi˜ ÌÔÓˆÓ‡ÌÔ˘ ÌÂ ÔÏ˘ÒÓ˘ÌÔ 
ΔËÓ ·ÏÁÂ‚ÚÈÎ‹ ·Ú¿ÛÙ·ÛË 3x2(2x3 + 6x) Ô˘ Â›Ó·È ÁÈÓfiÌÂÓÔ ÙÔ˘ ÌÔÓˆÓ‡ÌÔ˘ 3x2 ÌÂ ÙÔ
ÔÏ˘ÒÓ˘ÌÔ 2x3 + 6x, Û‡ÌÊˆÓ· ÌÂ ÙËÓ ÂÈÌÂÚÈÛÙÈÎ‹ È‰ÈfiÙËÙ·, ÌÔÚÔ‡ÌÂ Ó· ÙË ÁÚ¿„Ô˘ÌÂ

3x2(2x3 + 6x) = 3x2 � 2x3 + 3x2 � 6x = 6x5 + 18x3

¢È·ÈÛÙÒÓÔ˘ÌÂ fiÙÈ:
°È· Ó· ÔÏÏ·Ï·ÛÈ¿ÛÔ˘ÌÂ ÌÔÓÒÓ˘ÌÔ ÌÂ ÔÏ˘ÒÓ˘ÌÔ, ÔÏÏ·Ï·ÛÈ¿˙Ô˘ÌÂ ÙÔ ÌÔÓÒ-
Ó˘ÌÔ ÌÂ Î¿ıÂ fiÚÔ ÙÔ˘ ÔÏ˘ˆÓ‡ÌÔ˘ Î·È ÚÔÛı¤ÙÔ˘ÌÂ Ù· ÁÈÓfiÌÂÓ· Ô˘ ÚÔÎ‡ÙÔ˘Ó.

¶ÔÏÏ·Ï·ÛÈ·ÛÌfi˜ ÔÏ˘ˆÓ‡ÌÔ˘ ÌÂ ÔÏ˘ÒÓ˘ÌÔ 
ΔËÓ ·ÏÁÂ‚ÚÈÎ‹ ·Ú¿ÛÙ·ÛË (3x2y + 2y)(2x2 + 5) Ô˘ Â›Ó·È ÁÈÓfiÌÂÓÔ ÙÔ˘ ÔÏ˘ˆÓ‡ÌÔ˘
3x2y + 2y ÌÂ ÙÔ ÔÏ˘ÒÓ˘ÌÔ 2x2 + 5, Û‡ÌÊˆÓ· ÌÂ ÙËÓ ÂÈÌÂÚÈÛÙÈÎ‹ È‰ÈfiÙËÙ·, ÌÔÚÔ‡ÌÂ
Ó· ÙË ÁÚ¿„Ô˘ÌÂ
(3x2y + 2y)(2x2 + 5) = 3x2y � 2x2 + 3x2y � 5 + 2y � 2x2 + 2y � 5 =

= 6x4y + 15x2y + 4x2y + 10y = 6x4y + 19x2y + 10y

¢È·ÈÛÙÒÓÔ˘ÌÂ fiÙÈ:
°È· Ó· ÔÏÏ·Ï·ÛÈ¿ÛÔ˘ÌÂ ÔÏ˘ÒÓ˘ÌÔ ÌÂ ÔÏ˘ÒÓ˘ÌÔ, ÔÏÏ·Ï·ÛÈ¿˙Ô˘ÌÂ Î¿ıÂ fiÚÔ ÙÔ˘ 
ÂÓfi˜ ÔÏ˘ˆÓ‡ÌÔ˘ ÌÂ Î¿ıÂ fiÚÔ ÙÔ˘ ¿ÏÏÔ˘ ÔÏ˘ˆÓ‡ÌÔ˘ Î·È ÚÔÛı¤ÙÔ˘ÌÂ Ù· ÁÈÓfiÌÂÓ·
Ô˘ ÚÔÎ‡ÙÔ˘Ó.

ŸÙ·Ó Î¿ÓÔ˘ÌÂ ÔÏÏ·Ï·ÛÈ·ÛÌfi ÌÔÓˆÓ‡ÌÔ˘ ÌÂ ÔÏ˘ÒÓ˘ÌÔ ‹ ‰‡Ô ÔÏ˘ˆÓ‡ÌˆÓ, Ï¤ÌÂ
fiÙÈ ·Ó·Ù‡ÛÛÔ˘ÌÂ Ù· ÁÈÓfiÌÂÓ· ·˘Ù¿ Î·È ÙÔ ·ÔÙ¤ÏÂÛÌ· ÔÓÔÌ¿˙ÂÙ·È ·Ó¿Ù˘ÁÌ· ÙÔ˘
ÁÈÓÔÌ¤ÓÔ˘.

ΔΡΑΣΤΗΡΙΟΤΗΤΑ

¶ÔÏÏ·Ï·ÛÈ·ÛÌfi˜ ÔÏ˘ˆÓ‡ÌˆÓ1.4



N· Á›ÓÔ˘Ó ÔÈ Ú¿ÍÂÈ˜:

·) – x2y(x – y – 3)                ‚) (2x2 – 5x + 6)(x – 2)

Á) 4x(–2x2 + 3x – 1) – 3x2(–2x + 5) ‰) –2x2 (x + 4)(x – 1)

Λύση
·) – x2y(x – y – 3) = – x3y + x2y2 + 2x2y

‚) (2x2 – 5x + 6)(x – 2) = 2x3 – 4x2 – 5x2 + 10x + 6x – 12 = 2x3 – 9x2 + 16x – 12

Á) 4x(–2x2 + 3x – 1) – 3x2(–2x + 5) = –8x3 + 12x2 – 4x + 6x3 – 15x2 = –2x3 – 3x2 – 4x

‰) –2x2 (x + 4)(x – 1) = –2x2(x2 – x + 4x – 4) = –2x2(x2 + 3x – 4) = –2x4 – 6x3 + 8x2

➤ O ÔÏÏ·Ï·ÛÈ·ÛÌfi˜ ‰‡Ô Ô-
Ï˘ˆÓ‡ÌˆÓ ÌÔÚÂ› Ó· Á›ÓÂÈ
fiˆ˜ Î·È Ô ÔÏÏ·Ï·ÛÈ·-
ÛÌfi˜ ÙˆÓ ·ÚÈıÌÒÓ. °È· ·Ú¿-
‰ÂÈÁÌ·, Ô ÔÏÏ·Ï·ÛÈ·ÛÌfi˜
ÙÔ˘ (‚) ÂÚˆÙ‹Ì·ÙÔ˜
(2x2 – 5x + 6)(x – 2) Á›ÓÂÙ·È
Î·È ˆ˜ ÂÍ‹˜: 

™ÙÔ ‰ÈÏ·Ófi Û¯‹Ì· Ê·›ÓÂÙ·È Ë ÚfiÛÔ„Ë ÌÈ·˜ fiÚÙ·˜,
Ô˘ Â›Ó·È Î·Ù·ÛÎÂ˘·ÛÌ¤ÓË ·fi ·ÏÔ˘Ì›ÓÈÔ. ∞Ó ¤Ó· Ì¤ÚÔ˜
ÙË˜ fiÚÙ·˜ Â›Ó·È ‰È·ÎÔÛÌËÙÈÎfi Ù˙¿ÌÈ, Ó· ÚÔÛ‰ÈÔÚÈÛÙÂ› ÙÔ
ÔÏ˘ÒÓ˘ÌÔ Ô˘ ÂÎÊÚ¿˙ÂÈ ÙÔ ÂÌ‚·‰fiÓ ÙÔ˘ ·ÏÔ˘ÌÈÓ›Ô˘, ÙÔ
ÔÔ›Ô ··ÈÙÂ›Ù·È ÁÈ· ÙËÓ Î·Ù·ÛÎÂ˘‹ ÙË˜ ÚfiÛÔ„Ë˜ ÙË˜
fiÚÙ·˜.

Λύση
H fiÚÙ· ¤¯ÂÈ Û¯‹Ì· ÔÚıÔÁˆÓ›Ô˘ ÌÂ ‰È·ÛÙ¿ÛÂÈ˜ 2x + y Î·È 4x + 10, ÔfiÙÂ ¤¯ÂÈ
ÂÌ‚·‰fiÓ (2x + y)(4x + 10).
ΔÔ ‰È·ÎÔÛÌËÙÈÎfi Ù˙¿ÌÈ ¤¯ÂÈ Û¯‹Ì· ÔÚıÔÁˆÓ›Ô˘ ÌÂ ‰È·ÛÙ¿ÛÂÈ˜  y Î·È x + 10, ÔfiÙÂ
¤¯ÂÈ ÂÌ‚·‰fiÓ y(x + 10).
∂ÔÌ¤Óˆ˜, ÙÔ ÂÌ‚·‰fiÓ ÙÔ˘ ·ÏÔ˘ÌÈÓ›Ô˘ Ô˘ ··ÈÙÂ›Ù·È ÁÈ· ÙËÓ Î·Ù·ÛÎÂ˘‹ ÙË˜ Úfi-
ÛÔ„Ë˜ ÙË˜ fiÚÙ·˜ Â›Ó·È:
(2x + y)(4x + 10) – y(x + 10) = 8x2 + 20x + 4xy + 10y – xy – 10y =

= 8x2 + 20x + 3xy
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1.4 ¶ÔÏÏ·Ï·ÛÈ·ÛÌfi˜ ÔÏ˘ˆÓ‡ÌˆÓ

x x
x

x+10

2x

y

2x2 – 5x + 6
x –  2

–4x2 + 10x – 12
+ 2x3 – 5x2 + 6x

2x3 – 9x2 + 16x – 12

–2 � (2x2 – 5x + 6) ±
x � (2x2 – 5x + 6) ±



¡· Û˘ÌÏËÚÒÛÂÙÂ ÙÔÓ ·Ú·Î¿Ùˆ ›Ó·Î· ·ÓÙÈÛÙÔÈ¯›˙ÔÓÙ·˜ ÛÂ Î¿ıÂ ·Ú¿ÛÙ·ÛË ÙË˜
ÛÙ‹ÏË˜ ∞, ÙÔ ·ÔÙ¤ÏÂÛÌ¿ ÙË˜ ·fi ÙË ÛÙ‹ÏË μ.

¡· ¯·Ú·ÎÙËÚ›ÛÂÙÂ ÙÈ˜ ·Ú·Î¿Ùˆ ÚÔÙ¿ÛÂÈ˜ ÌÂ (™), ·Ó Â›Ó·È ÛˆÛÙ¤˜ ‹ ÌÂ (§) ·Ó
Â›Ó·È Ï·Óı·ÛÌ¤ÓÂ˜.
·) ∞Ó ÙÔ ÔÏ˘ÒÓ˘ÌÔ ƒ(x) ¤¯ÂÈ ‚·ıÌfi 3 Î·È ÙÔ ÔÏ˘ÒÓ˘ÌÔ Q(x)

¤¯ÂÈ ‚·ıÌfi 2, ÙfiÙÂ ÙÔ ÔÏ˘ÒÓ˘ÌÔ ƒ(x) � Q(x) ¤¯ÂÈ ‚·ıÌfi 6.
‚) ∞Ó ÙÔ ÔÏ˘ÒÓ˘ÌÔ ƒ(x) � Q(x) ¤¯ÂÈ ‚·ıÌfi 7 Î·È ÙÔ ÔÏ˘ÒÓ˘ÌÔ

ƒ(x) ¤¯ÂÈ ‚·ıÌfi 3, ÙfiÙÂ ÙÔ ÔÏ˘ÒÓ˘ÌÔ Q(x) ¤¯ÂÈ ‚·ıÌfi 4.

¡· Û˘ÌÏËÚÒÛÂÙÂ Ù· ·Ú·Î¿Ùˆ ÎÂÓ¿:
·) x(2x + .....) = ..... + 4x ‚) 3x2(..... – 2) = 3x3y – .....
Á) (x + 5)(..... + 3) = 2x2 + ..... + 10x + ..... ‰) (x2 + y)(x – .....) = ..... – x2y2 + ..... – y3

¡· ÂÈÏ¤ÍÂÙÂ ÙË ÛˆÛÙ‹ ·¿ÓÙËÛË.
i) O fiÁÎÔ˜ ÙÔ˘ ÔÚıÔÁˆÓ›Ô˘ ·Ú·ÏÏËÏÂÈ¤‰Ô˘

Â›Ó·È:
·) 3x + 1 ‚) x3 + 1 Á) x3 + x2 ‰) x3 + x

ii) TÔ ÂÌ‚·‰fiÓ ÙÔ˘ ÔÚıÔÁˆÓ›Ô˘ ·Ú·ÏÏËÏÂÈ¤-
‰Ô˘ Â›Ó·È:
·) 6x2 + 4x + 1 ‚) 4x2 + 6x
Á) 6x2 + 4x + 2 ‰) 6x2 + 4x

O Î·ıËÁËÙ‹˜ ÙˆÓ ª·ıËÌ·ÙÈÎÒÓ ˙‹ÙËÛÂ ·fi ÙÔ˘˜
Ì·ıËÙ¤˜ ÙÔ˘ Ó· ÁÚ¿„Ô˘Ó ÙËÓ ·ÏÁÂ‚ÚÈÎ‹ ·Ú¿-
ÛÙ·ÛË Ô˘ ÂÎÊÚ¿˙ÂÈ ÙÔ ÂÌ‚·‰fiÓ ÙÔ˘ ÔÚıÔÁˆ-
Ó›Ô˘ ∞μ°¢ Î·È ÔÈ Ì·ıËÙ¤˜ ÙÔ˘ ¤‰ˆÛ·Ó ÙÈ˜ ÂÍ‹˜
··ÓÙ‹ÛÂÈ˜:
·) (x + 2)(x + 3) ‚) 2x � 3x
Á) x2  + 6 ‰) x2 + 5x + 6

¶ÔÈ¤˜ ·’ ·˘Ù¤˜ Â›Ó·È ÛˆÛÙ¤˜;

5

4

3

2

1. x2 – x
2. x2 + 1
3. x2 + 2x + 1
4. x2 + 2x + 3
5. x2 + x
6. x2 + 3x + 2
7. x2 – 1

·. x(x + 1)

‚. (x + 1)(x – 1)

Á. x(x – 1)

‰. (x + 1)(1 + x)

Â. (x + 1)(x + 2)

™Ù‹ÏË B™Ù‹ÏË ∞

1
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M¤ÚÔ˜ ∞ - ∫ÂÊ¿Ï·ÈÔ 1Ô

Â‰Á‚·

∞ μ

°¢

2

3

x

x

x

x

x+1



N· Î¿ÓÂÙÂ ÙÈ˜ Ú¿ÍÂÈ˜:
·) –3x2y(–5x + 2y) ‚) 4x(2x2 – x + 2) – 8x
Á) –5x(2x – 3) – 3x(2– 3x) ‰) 2xy(x2 – 3y2) – 4x(x2y – 2y3)

N· Î¿ÓÂÙÂ ÙÈ˜ Ú¿ÍÂÈ˜:
·) (2· – 3‚)(–4· + 2‚) ‚) (x2 – 2x + 4)(x + 2) – 8
Á) 3x2(–2x + 3)(5 – x) ‰) (4 – 3x)(5 – 2x) – 6x(x – 4)
Â) (2x2 – 3x – 4)(–3x2 + x) ÛÙ) (3x2 – 2xy – 5y2)(4y – x)

N· Î¿ÓÂÙÂ ÙÈ˜ Ú¿ÍÂÈ˜:
·) (3x – 2)(x2 – x)(4x – 3) ‚) –2x(x2 – x + 1)(x – 2)– (x – 1)(2x – 3)(x + 2)
Á) (–2x + y)(x2 – 3xy) – (3x – y)(4x + y)(–2x – 3y)

N· ·Ô‰Â›ÍÂÙÂ ÙÈ˜ ÈÛfiÙËÙÂ˜:
·) (x2 – 4x + 4)(x2 + 4x + 4) – x2(x2 – 8) – 16 = 0
‚) (3· + 8‚)(‚ – ·) – (· + 2‚)(‚ – 3·) = 6‚2

∞Ó ƒ(x) = –2x2 + 5x – 3 Î·È Q(x) = 4x – 5, Ó· ‚ÚÂ›ÙÂ Ù· ÔÏ˘ÒÓ˘Ì·:
·) ƒ(x) � Q(x) ‚) P(x) � �–3Q(x) + 11x – 12� Á) �P(x) – 2� � �Q(x) + 3�

∞Ó P(x) = 3x(–2x + 4)(x – 1) Î·È Q(x) = ·x3 + ‚x2 + Áx + ‰, Ó· ‚ÚÂ›ÙÂ ÙÈ˜ ÙÈÌ¤˜ ÙˆÓ
·, ‚, Á, ‰, ÒÛÙÂ Ù· ÔÏ˘ÒÓ˘Ì· ƒ(x) Î·È Q(x) Ó· Â›Ó·È ›Û·.

¡· ‚ÚÂ›ÙÂ ÙËÓ ÏÂ˘Ú¿ ÙÂÙÚ·ÁÒÓÔ˘ Ô˘ ¤¯ÂÈ ÂÌ‚·‰fiÓ
›ÛÔ ÌÂ ÙÔ ÂÌ‚·‰fiÓ ÙÔ˘ ‰ÈÏ·ÓÔ‡ Û¯‹Ì·ÙÔ˜.

ŒÓ· ÔÈÎfiÂ‰Ô ¤¯ÂÈ Û¯‹Ì· ÔÚıÔÁˆÓ›Ô˘ ÌÂ Ï¿ÙÔ˜ x Ì¤ÙÚ· Î·È ÌÂ Ì‹ÎÔ˜
ÌÂÁ·Ï‡ÙÂÚÔ ·fi ÙÔ Ï¿ÙÔ˜ ÙÔ˘ Î·Ù¿ 5 Ì¤ÙÚ·. ∞Ó ÙÔ Ì‹ÎÔ˜ ÂÏ·ÙÙˆıÂ› Î·Ù¿ 3 Ì¤ÙÚ·
Î·È ÙÔ Ï¿ÙÔ˜ ÂÏ·ÙÙˆıÂ› Î·Ù¿ 1 Ì¤ÙÚÔ, Ó· ·Ô‰Â›ÍÂÙÂ fiÙÈ ÙÔ ÂÌ‚·‰fiÓ ÙÔ˘
ÔÈÎÔ¤‰Ô˘ ı· ÌÂÈˆıÂ› Î·Ù¿ 4x + 2 ÙÂÙÚ·ÁˆÓÈÎ¿ Ì¤ÙÚ·.
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1.4 ¶ÔÏÏ·Ï·ÛÈ·ÛÌfi˜ ÔÏ˘ˆÓ‡ÌˆÓ
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✔ Θυμάμαι ποια ισότητα λέγεται ταυτότητα.
✔ Γνωρίζω ποιες είναι οι βασικές ταυτότητες.
✔ Μαθαίνω να αποδεικνύω μια απλή ταυτότητα.

1. ¶ÔÈÂ˜ ·fi ÙÈ˜ ÈÛfiÙËÙÂ˜  3x = 12,  x + y = 7,  4· = 3· + ·,  x(x + 2) = x2 + 2x,
·ÏËıÂ‡Ô˘Ó ÁÈ· fiÏÂ˜ ÙÈ˜ ÙÈÌ¤˜ ÙˆÓ ÌÂÙ·‚ÏËÙÒÓ ÙÔ˘˜;

2. ·) ¡· ‚ÚÂ›ÙÂ ÙÔ Û˘ÓÔÏÈÎfi ÂÌ‚·‰fiÓ ÙˆÓ Ú¿-
ÛÈÓˆÓ Û¯ËÌ¿ÙˆÓ.

‚) ¶ÔÈ· ·fi ÙÈ˜ ·Ú·Î¿Ùˆ ·Ú·ÛÙ¿ÛÂÈ˜ 
ÂÎÊÚ¿˙ÂÈ ÙÔ ÂÌ‚·‰fiÓ ÙÔ˘ Î›ÙÚÈÓÔ˘ ÙÂÙÚ·-
ÁÒÓÔ˘;

i) x2 + 9 ii) (x + 3)2

iii) x2 + 6x iv) 6x + 9
Á) N· Û˘ÁÎÚ›ÓÂÙÂ ÙÔ Û˘ÓÔÏÈÎfi ÂÌ‚·‰fiÓ ÙˆÓ

Ú¿ÛÈÓˆÓ Û¯ËÌ¿ÙˆÓ ÌÂ ÙÔ ÂÌ‚·‰fiÓ ÙÔ˘
Î›ÙÚÈÓÔ˘ ÙÂÙÚ·ÁÒÓÔ˘.

Y¿Ú¯Ô˘Ó ÈÛfiÙËÙÂ˜ Ô˘ ÂÚÈ¤¯Ô˘Ó ÌÂÙ·‚ÏËÙ¤˜ Î·È ·ÏËıÂ‡Ô˘Ó ÁÈ· ÔÚÈÛÌ¤ÓÂ˜ ÙÈÌ¤˜ ÙˆÓ
ÌÂÙ·‚ÏËÙÒÓ ÙÔ˘˜. °È· ·Ú¿‰ÂÈÁÌ·, Ë ÈÛfiÙËÙ· 3x = 12, ·ÏËıÂ‡ÂÈ ÁÈ· x = 4 Î·È ‰ÂÓ
·ÏËıÂ‡ÂÈ ÁÈ· Î·ÌÈ¿ ¿ÏÏË ÙÈÌ‹ ÙÔ˘ x. OÌÔ›ˆ˜, Ë ÈÛfiÙËÙ· x + y = 7, ·ÏËıÂ‡ÂÈ ÁÈ· x = 1 Î·È
y = 6, ‹ ÁÈ· x = 3 Î·È y = 4, ÂÓÒ ‰ÂÓ ·ÏËıÂ‡ÂÈ ÁÈ· x = 4 Î·È y = 5.

Y¿Ú¯Ô˘Ó fiÌˆ˜ Î·È ÈÛfiÙËÙÂ˜, Ô˘ ·ÏËıÂ‡Ô˘Ó ÁÈ· fiÏÂ˜ ÙÈ˜ ÙÈÌ¤˜ ÙˆÓ ÌÂÙ·‚ÏËÙÒÓ ÙÔ˘˜
fiˆ˜ ÁÈ· ·Ú¿‰ÂÈÁÌ· ÔÈ ÈÛfiÙËÙÂ˜: · + ‚ = ‚ + ·,    4· = 3· + ·,    x(x + 2) = x2 + 2x.
√È ÈÛfiÙËÙÂ˜ ·˘Ù¤˜ Ï¤ÁÔÓÙ·È Ù·˘ÙfiÙËÙÂ˜.

Δ·˘ÙfiÙËÙ· Ï¤ÁÂÙ·È Î¿ıÂ ÈÛfiÙËÙ· Ô˘ ÂÚÈ¤¯ÂÈ ÌÂÙ·‚ÏËÙ¤˜ Î·È ·ÏËıÂ‡ÂÈ ÁÈ· fiÏÂ˜ ÙÈ˜
ÙÈÌ¤˜ ÙˆÓ ÌÂÙ·‚ÏËÙÒÓ ÙË˜.

T·˘ÙfiÙËÙÂ˜ ˘¿Ú¯Ô˘Ó ÔÏÏ¤˜, ÔÚÈÛÌ¤ÓÂ˜ ·fi ·˘Ù¤˜ ÙÈ˜ Û˘Ó·ÓÙ¿ÌÂ ÔÏ‡ Û˘¯Ó¿ Î·È ÁÈ’
·˘Ùfi ·Í›˙ÂÈ Ó· ÙÈ˜ ı˘ÌfiÌ·ÛÙÂ. ∞ÍÈÔÛËÌÂ›ˆÙÂ˜ Ù·˘ÙfiÙËÙÂ˜ Â›Ó·È:

Γενικά

ΔΡΑΣΤΗΡΙΟΤΗΤA

∞ÍÈÔÛËÌÂ›ˆÙÂ˜ Ù·˘ÙfiÙËÙÂ˜1. 5
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·) ΔÂÙÚ¿ÁˆÓÔ ·ıÚÔ›ÛÌ·ÙÔ˜ 
∞Ó ÙËÓ ·Ú¿ÛÙ·ÛË (· + ‚)2 ÙË ÁÚ¿„Ô˘ÌÂ (· + ‚)(· + ‚) Î·È ‚ÚÔ‡ÌÂ ÙÔ ·Ó¿Ù˘ÁÌ· ÙÔ˘
ÁÈÓÔÌ¤ÓÔ˘, ¤¯Ô˘ÌÂ:

(· + ‚)2 = (· + ‚)(· + ‚) =
= ·2 + ·‚ + ‚· + ‚2 =
= ·2 + 2·‚ + ‚2

∞Ô‰Â›Í·ÌÂ ÏÔÈfiÓ ÙËÓ Ù·˘ÙfiÙËÙ·  

ΔÔ ‰Â‡ÙÂÚÔ Ì¤ÚÔ˜ ÙË˜ ÚÔËÁÔ‡ÌÂÓË˜ ÈÛfiÙËÙ·˜ Ï¤ÁÂÙ·È
·Ó¿Ù˘ÁÌ· ÙÔ˘ (· + ‚)2.
°È· ·Ú¿‰ÂÈÁÌ·, ÙÔ ·Ó¿Ù˘ÁÌ· ÙÔ˘ (y + 4)2 ÚÔÎ‡ÙÂÈ, ·Ó
ÛÙËÓ ÚÔËÁÔ‡ÌÂÓË Ù·˘ÙfiÙËÙ· ·ÓÙÈÎ·Ù·ÛÙ‹ÛÔ˘ÌÂ ÙÔ · ÌÂ ÙÔ
y Î·È ÙÔ ‚ ÌÂ ÙÔ 4, ÔfiÙÂ ¤¯Ô˘ÌÂ:

(y + 4)2 = y2 + 2 � y � 4 + 42 = y2 + 8y + 16.

H ÚÔËÁÔ‡ÌÂÓË Ù·˘ÙfiÙËÙ·, fiˆ˜ Î·È fiÏÂ˜ ÔÈ ÂfiÌÂÓÂ˜,
¯ÚËÛÈÌÔÔÈÔ‡ÓÙ·È Î·È fiÙ·Ó Ù· ·, ‚ Â›Ó·È ÔÔÈÂÛ‰‹ÔÙÂ
·ÏÁÂ‚ÚÈÎ¤˜ ·Ú·ÛÙ¿ÛÂÈ˜, .¯.

(2x + 3y)2 = (2x)2 + 2 � 2x � 3y + (3y)2 = 4x2 + 12xy + 9y2

(·  +  ‚)2 = ·2 + 2·‚ +   ‚2

‚) ΔÂÙÚ¿ÁˆÓÔ ‰È·ÊÔÚ¿˜ 
∞Ó ÙËÓ ·Ú¿ÛÙ·ÛË (· – ‚)2 ÙË ÁÚ¿„Ô˘ÌÂ (· – ‚)(· – ‚)
Î·È ‚ÚÔ‡ÌÂ ÙÔ ·Ó¿Ù˘ÁÌ· ÙÔ˘ ÁÈÓÔÌ¤ÓÔ˘, ÙfiÙÂ ÌÔÚÔ‡ÌÂ Ó·
·Ô‰Â›ÍÔ˘ÌÂ Î·È ÙËÓ Ù·˘ÙfiÙËÙ·

¶Ú¿ÁÌ·ÙÈ ¤¯Ô˘ÌÂ:
(· – ‚)2 = (· – ‚)(· – ‚) = ·2 – ·‚ – ‚· + ‚2 = ·2 – 2·‚ + ‚2

°È· ·Ú¿‰ÂÈÁÌ·, ÙÔ ·Ó¿Ù˘ÁÌ· ÙÔ˘ (y – 4)2 ÚÔÎ‡ÙÂÈ, ·Ó
·ÓÙÈÎ·Ù·ÛÙ‹ÛÔ˘ÌÂ ÙÔ · ÌÂ ÙÔ y Î·È ÙÔ ‚ ÌÂ ÙÔ 4, ÔfiÙÂ
¤¯Ô˘ÌÂ:

(y – 4)2 = y2 – 2 � y � 4 + 42 = y2 – 8y + 16
OÌÔ›ˆ˜, ÁÈ· Ó· ˘ÔÏÔÁ›ÛÔ˘ÌÂ ÙÔ ·Ó¿Ù˘ÁÌ· ÙÔ˘ (3x – 4y)2

¤¯Ô˘ÌÂ:
(3x – 4y)2 = (3x)2 – 2 � (3x) � (4y) + (4y)2 = 9x2 – 24xy + 16y2

(·  – ‚)2 =   ·2 – 2·‚ +   ‚2

±±±±±

(· – ‚)2 = ·2 – 2·‚ + ‚2

±±±±±

(· + ‚)2 = ·2 + 2·‚ + ‚2
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1.5 AÍÈÔÛËÌÂ›ˆÙÂ˜ Ù·˘ÙfiÙËÙÂ˜

Γεωμετρική ερμηνεία

∏ Ù·˘ÙfiÙËÙ·

(· + ‚)2 = ·2 + 2·‚ + ‚2

ÁÈ· ıÂÙÈÎÔ‡˜ ·ÚÈıÌÔ‡˜ · Î·È
‚ ÌÔÚÂ› Ó· ÂÚÌËÓÂ˘ıÂ› Î·È
ÁÂˆÌÂÙÚÈÎ¿. ΔÔ ÙÂÙÚ¿ÁˆÓÔ
∞μ°¢ ¤¯ÂÈ ÏÂ˘Ú¿ · + ‚,

ÔfiÙÂ ÙÔ ÂÌ‚·‰fiÓ ÙÔ˘ Â›Ó·È:
∂ = (· + ‚)2 (1)

ΔÔ ÂÌ‚·‰fiÓ fiÌˆ˜ ÙÔ˘
ÙÂÙÚ·ÁÒÓÔ˘ ∞μ°¢

ÚÔÎ‡ÙÂÈ ·ÎfiÌË ÎÈ ·Ó
ÚÔÛı¤ÛÔ˘ÌÂ

Ù· ÂÌ‚·‰¿ ÙˆÓ Û¯ËÌ¿ÙˆÓ
Ô˘ ÙÔ ·ÔÙÂÏÔ‡Ó. ¢ËÏ·‰‹

∂ = ·2 + ·‚ + ·‚ + ‚2 ‹

∂ = ·2 + 2·‚ + ‚2 (2)

∞fi ÙÈ˜ ÈÛfiÙËÙÂ˜ (1) Î·È (2)

‰È·ÈÛÙÒÓÔ˘ÌÂ fiÙÈ

(· + ‚)2 = ·2 + 2·‚ + ‚2.

∞

·

‚

·

·2

‚2·‚

·‚

‚

B

¢ °



Á) ∫‡‚Ô˜ ·ıÚÔ›ÛÌ·ÙÔ˜ – ‰È·ÊÔÚ¿˜
∞Ó ÙËÓ ·Ú¿ÛÙ·ÛË (· + ‚)3 ÙË ÁÚ¿„Ô˘ÌÂ (· + ‚)(· + ‚)2 Î·È Î¿ÓÔ˘ÌÂ ÙÔÓ ÔÏÏ·-
Ï·ÛÈ·ÛÌfi ÙÔ˘ · + ‚ ÌÂ ÙÔ ·Ó¿Ù˘ÁÌ· ÙÔ˘ (· + ‚)2, ¤¯Ô˘ÌÂ:
(· + ‚)3 = (· + ‚)(· + ‚)2 =

= (· + ‚)(·2 + 2·‚ + ‚2) =
= ·3 + 2·2‚ + ·‚2 + ·2‚ + 2·‚2 + ‚3 =
= ·3 + 3·2‚ + 3·‚2 + ‚3

∞Ô‰Â›Í·ÌÂ ÏÔÈfiÓ ÙËÓ Ù·˘ÙfiÙËÙ·

ªÂ ÙÔÓ ›‰ÈÔ ÙÚfiÔ ÌÔÚÔ‡ÌÂ Ó· ·Ô‰Â›ÍÔ˘ÌÂ Î·È ÙËÓ Ù·˘ÙfiÙËÙ· 

™‡ÌÊˆÓ· ÌÂ ÙÈ˜ ÚÔËÁÔ‡ÌÂÓÂ˜ Ù·˘ÙfiÙËÙÂ˜ ¤¯Ô˘ÌÂ:
ñ (x + 2)3 = x3 + 3 � x2 � 2 + 3 � x � 22 + 23 = x3 + 6x2 + 12x + 8
ñ (2x – 5)3 = (2x)3 – 3 � (2x)2 � 5 + 3 � (2x) � 52 – 53 = 8x3 – 60x2 + 150x – 125.

‰) °ÈÓfiÌÂÓÔ ·ıÚÔ›ÛÌ·ÙÔ˜ Â› ‰È·ÊÔÚ¿
∞Ó ‚ÚÔ‡ÌÂ ÙÔ ·Ó¿Ù˘ÁÌ· ÙÔ˘ ÁÈÓÔÌ¤ÓÔ˘ (· + ‚)(· – ‚) ¤¯Ô˘ÌÂ:
(· + ‚)(· – ‚) = ·2 – ·‚ + ‚· – ‚2 = ·2 – ‚2

∞Ô‰Â›Í·ÌÂ ÏÔÈfiÓ ÙËÓ Ù·˘ÙfiÙËÙ·

∏ ÚÔËÁÔ‡ÌÂÓË Ù·˘ÙfiÙËÙ· ¯ÚËÛÈÌÔÔÈÂ›Ù·È ÁÈ· Ó· ‚Ú›ÛÎÔ˘ÌÂ ÁÚ‹ÁÔÚ· ÙÔ ÁÈÓfiÌÂÓÔ
·ıÚÔ›ÛÌ·ÙÔ˜ ‰‡Ô ·Ú·ÛÙ¿ÛÂˆÓ Â› ÙË ‰È·ÊÔÚ¿ ÙÔ˘˜. °È· ·Ú¿‰ÂÈÁÌ·, ¤¯Ô˘ÌÂ:

ñ (x + 2)(x – 2) = x2 – 22 = x2 – 4
ñ (3· + 2‚)(3· – 2‚) = (3·)2 – (2‚)2 = 9·2 – 4‚2

Â) ¢È·ÊÔÚ¿ Î‡‚ˆÓ – ÕıÚÔÈÛÌ· Î‡‚ˆÓ
∏ ·Ú¿ÛÙ·ÛË (· – ‚)(·2 + ·‚ + ‚2) ÁÚ¿ÊÂÙ·È:
(· – ‚)(·2 + ·‚ + ‚2) = ·3 + ·2‚ + ·‚2 – ‚·2 – ·‚2 – ‚3 = ·3 – ‚3

∞Ô‰Â›Í·ÌÂ ÏÔÈfiÓ ÙËÓ Ù·˘ÙfiÙËÙ·

ªÂ ÙÔÓ ›‰ÈÔ ÙÚfiÔ ÌÔÚÔ‡ÌÂ Ó· ·Ô‰Â›ÍÔ˘ÌÂ Î·È ÙËÓ Ù·˘ÙfiÙËÙ· 

√È ÚÔËÁÔ‡ÌÂÓÂ˜ Ù·˘ÙfiÙËÙÂ˜ ¯ÚËÛÈÌÔÔÈÔ‡ÓÙ·È ÁÈ· Ó· ‚Ú›ÛÎÔ˘ÌÂ ÁÚ‹ÁÔÚ· ÁÈÓfiÌÂÓ·
·Ú·ÛÙ¿ÛÂˆÓ Ô˘ ¤¯Ô˘Ó ÙÈ˜ ·ÓÙ›ÛÙÔÈ¯Â˜ ÌÔÚÊ¤˜. °È· ·Ú¿‰ÂÈÁÌ· ¤¯Ô˘ÌÂ:

ñ (x – 2)(x2 + 2x + 4) = (x – 2)(x2 + 2x + 22) = x3 – 23 = x3 – 8
ñ (x + 3)(x2 – 3x + 9) = (x + 3)(x2 – 3x + 32) = x3 + 33 = x3 + 27

(· + ‚)(·2 – ·‚ + ‚ 2) = ·3 + ‚3

(· – ‚)(·2 + ·‚ + ‚ 2) = ·3 – ‚3

(· + ‚)(· – ‚) = ·2 – ‚2

(· – ‚)3 = ·3 – 3·2‚ + 3·‚2 – ‚3

(· + ‚)3 = ·3 + 3·2‚ + 3·‚2 + ‚3
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·) ¡· ·Ô‰ÂÈ¯ıÂ› Ë Ù·˘ÙfiÙËÙ· (· + ‚ + Á)2 = ·2 + ‚2 + Á2 + 2·‚ + 2‚Á + 2Á·.
‚) ¡· ‚ÚÂıÂ› ÙÔ ·Ó¿Ù˘ÁÌ· ÙÔ˘ (3x + 2y + 4)2.

Λύση
·) (· + ‚ + Á)2 = (· + ‚ + Á)(· + ‚ + Á) =

= ·2 + ·‚ + ·Á + ‚· + ‚2 + ‚Á + Á· + Á‚ + Á2 =
= ·2 + ‚2 + Á2 + 2·‚ + 2‚Á + 2Á·.

‚) ™‡ÌÊˆÓ· ÌÂ ÙËÓ ÚÔËÁÔ‡ÌÂÓË Ù·˘ÙfiÙËÙ·,
ÙÔ ·Ó¿Ù˘ÁÌ· ÙÔ˘ (3x + 2y + 4)2 Â›Ó·È:
(3x + 2y + 4)2 =
= (3x)2+(2y)2+42+2 �3 x�2y+2�2y�4+2�3x�4 =
= 9x2 + 4y2 + 16 + 12xy + 16y + 24x. 

·) ¡· ·Ô‰ÂÈ¯ıÔ‡Ó ÔÈ Ù·˘ÙfiÙËÙÂ˜
·2 + ‚2 = (· + ‚)2 – 2·‚   Î·È   ·3 + ‚3 = (· + ‚)3 – 3·‚(· + ‚).

‚) ∞Ó x + = 3, Ó· ˘ÔÏÔÁÈÛÙÔ‡Ó ÔÈ ÙÈÌ¤˜ ÙˆÓ ·Ú·ÛÙ¿ÛÂˆÓ x2 + Î·È x3 + .

Λύση
·) ∫¿ÓÔ˘ÌÂ ÙÈ˜ Ú¿ÍÂÈ˜ ÛÙÔ ‰Â‡ÙÂÚÔ Ì¤ÏÔ˜ Î¿ıÂ Ù·˘ÙfiÙËÙ·˜ Î·È ¤¯Ô˘ÌÂ:

(· + ‚)2 – 2·‚ = ·2 + 2·‚ + ‚2 – 2·‚ = ·2 + ‚2

(· + ‚)3 – 3·‚(· + ‚) = ·3 + 3·2‚ + 3·‚2 + ‚3 – 3·2‚ – 3·‚2 = ·3 + ‚3.

‚) ∏ ·Ú¿ÛÙ·ÛË x2 + ÁÚ¿ÊÂÙ·È x2 + ( )2
Î·È Û‡ÌÊˆÓ· ÌÂ ÙËÓ Ù·˘ÙfiÙËÙ·

·2 + ‚2 = (· + ‚)2 – 2·‚   ¤¯Ô˘ÌÂ:

x2 + = x2 + ( )2
= (x + )2

– 2x � = 32 – 2 � 2 = 9 – 4 = 5.

H ·Ú¿ÛÙ·ÛË x3 + ÁÚ¿ÊÂÙ·È x3 + ( )3
Î·È Û‡ÌÊˆÓ· ÌÂ ÙËÓ Ù·˘ÙfiÙËÙ·

·3 + ‚3 = (· + ‚)3 – 3·‚(· + ‚)   ¤¯Ô˘ÌÂ:

x3 + = x3 + ( )3
= (x + )3

– 3x � � (x + ) = 33 – 3 � 2 � 3 = 27 – 18 = 9

™Â ¤Ó· ÔÈÎfiÂ‰Ô Ô˘ ¤¯ÂÈ Û¯‹Ì· ÙÂÙÚ·ÁÒÓÔ˘ ÏÂ˘Ú¿˜ ·, ·Ó ÌÂÈˆıÂ› Ë Ì›·
‰È¿ÛÙ·Û‹ ÙÔ˘ Î·Ù¿ ‚ Î·È Ù·˘Ùfi¯ÚÔÓ· Ë ¿ÏÏË ‰È¿ÛÙ·Û‹ ÙÔ˘ ·˘ÍËıÂ› Î·Ù¿  ‚, fiÛÔ 
ı· ÌÂÙ·‚ÏËıÂ› ÙÔ ÂÌ‚·‰fiÓ ÙÔ˘;

Λύση
To ÂÌ‚·‰fiÓ ÙÔ˘ ÙÂÙÚ·ÁÒÓÔ˘ Â›Ó·È ·2. ∞Ó ·ÏÏ¿ÍÔ˘Ó ÔÈ ÏÂ˘Ú¤˜ ÙÔ˘, ÙfiÙÂ ÙÔ
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1.5 AÍÈÔÛËÌÂ›ˆÙÂ˜ Ù·˘ÙfiÙËÙÂ˜

·

‚

Á

·2

‚2

·‚ ·Á

‚Á

Á2

‚ Á·

‚Á

·‚

·Á

(·+‚+Á)2 = ·2+‚2+Á2+2·‚+2‚Á+2Á·



ÔÈÎfiÂ‰Ô ı· Á›ÓÂÈ ÔÚıÔÁÒÓÈÔ ÌÂ ‰È·ÛÙ¿ÛÂÈ˜ · – ‚ Î·È
· + ‚, ÔfiÙÂ ı· ¤¯ÂÈ ÂÌ‚·‰fiÓ (· – ‚)(· + ‚) = ·2 – ‚2.
¢ËÏ·‰‹, ÙÔ ÂÌ‚·‰fiÓ ·fi ÙÔ ·2 ı· Á›ÓÂÈ ·2 – ‚2, Ô˘
ÛËÌ·›ÓÂÈ fiÙÈ ı· ÌÂÈˆıÂ› Î·Ù¿ ‚2.

¡· ÌÂÙ·ÙÚ·Â› ÙÔ ÎÏ¿ÛÌ· Ô˘ ¤¯ÂÈ ¿ÚÚËÙÔ ·ÚÔÓÔÌ·ÛÙ‹ ÛÂ ÈÛÔ‰‡Ó·ÌÔ

ÎÏ¿ÛÌ· ÌÂ ÚËÙfi ·ÚÔÓÔÌ·ÛÙ‹.

Λύση
°È· Ó· ÌÂÙ·ÙÚ·Â› Ô ·ÚÔÓÔÌ·ÛÙ‹˜ ÛÂ ÚËÙfi ·ÚÈıÌfi ÔÏÏ·Ï·ÛÈ¿˙Ô˘ÌÂ Î·È ÙÔ˘˜ ‰‡Ô
fiÚÔ˘˜ ÙÔ˘ ÎÏ¿ÛÌ·ÙÔ˜ ÌÂ  3 + ��5 ,  ÁÈ·Ù›  (3 – ��5)(3 + ��5) = 32 – (��5)2 = 9 – 5 = 4.
∂ÔÌ¤Óˆ˜

= = = .

·) ¡· ·Ô‰ÂÈ¯ıÂ› Ë Ù·˘ÙfiÙËÙ· (Ó – 1)(Ó + 1) + 1 = Ó2.
‚) ¡· ·Ô‰ÂÈ¯ıÂ› fiÙÈ Ô ·ÚÈıÌfi˜ 2007 � 2009 + 1 Â›Ó·È ÙÂÙÚ¿ÁˆÓÔ ÂÓfi˜ ·ÎÂÚ·›Ô˘

·ÚÈıÌÔ‡, ÙÔÓ ÔÔ›Ô Î·È Ó· ÚÔÛ‰ÈÔÚ›ÛÂÙÂ.

Λύση
·) (Ó – 1)(Ó + 1) + 1 = (Ó2 –12) + 1 = Ó2 – 1 + 1 = Ó2.

‚) ∞Ó Ó = 2008, ÙfiÙÂ Ó – 1 = 2007 Î·È Ó + 1 = 2009.
™‡ÌÊˆÓ· ÌÂ ÙËÓ ÚÔËÁÔ‡ÌÂÓË Ù·˘ÙfiÙËÙ· ¤¯Ô˘ÌÂ:
2007 � 2009 + 1 = (Ó – 1)(Ó + 1) + 1 = Ó2 = 20082.
ÕÚ·, Ô ·ÚÈıÌfi˜ 2007 � 2009 + 1 Â›Ó·È ÙÔ ÙÂÙÚ¿ÁˆÓÔ ÙÔ˘ ·ÎÂÚ·›Ô˘ 2008.

➤ √ÚÈÛÌ¤ÓÔÈ ·ÚÈıÌËÙÈÎÔ› ˘ÔÏÔÁÈÛÌÔ› Á›ÓÔÓÙ·È ÈÔ Û‡ÓÙÔÌ· ÌÂ ÙË ‚Ô‹ıÂÈ· ÙˆÓ 
Ù·˘ÙÔÙ‹ÙˆÓ .¯.
99 � 101 = (100 – 1)(100 + 1) = 1002 – 12 = 10000 – 1 = 9999
1032 = (100 + 3) 2 = 100 2 + 2 � 100 � 3 + 32 = 10609

¡· Á›ÓÔ˘Ó ÔÈ Ú¿ÍÂÈ˜:
·) (2x – 3)2 – 2(3x – 1)(3x + 1) ‚) (x – 2y)3 – (x – y)(x2 + xy + y2).

Λύση
·) (2x – 3)2 – 2(3x – 1)(3x + 1) = �(2x)2 – 2 � 2x � 3 + 32� – 2�(3x)2 – 12� =

= (4x2 – 12x + 9) – 2(9x2 – 1) =
= 4x2 – 12x + 9 – 18x2 + 2 = –14x2 – 12x + 11

‚) (x – 2y)3 – (x – y)(x2 + xy + y2) = �x3 – 3 � x2 � 2y + 3 � x � (2y)2 – (2y)3� – (x3 – y3)=
= x3 – 6x2y + 12xy2 – 8y3 – x3 + y3 =
= –6x2y + 12xy2 – 7y3

6

5

3 +��5
2

2(3 +��5)
4

2(3 +��5)
(3 – ��5)(3 + ��5)

2
3 – ��5

2
3 – ��5

4
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· ‚

‚



¡· ·Ô‰ÂÈ¯ıÂ› fiÙÈ  (·2 + ‚2)(x2 + y2) = (·x + ‚y)2 + (·y – ‚x)2

(T·˘ÙfiÙËÙ· Lagrange).

Λύση
ΔÔ 1Ô Ì¤ÏÔ˜ ÙË˜ Ù·˘ÙfiÙËÙ·˜ ÁÚ¿ÊÂÙ·È:

(·2 + ‚2)(x2 + y2) = ·2x2 + ·2y2 + ‚2x2 + ‚2y2

ΔÔ 2Ô Ì¤ÏÔ˜ ÙË˜ Ù·˘ÙfiÙËÙ·˜ ÁÚ¿ÊÂÙ·È:
(·x + ‚y)2 + (·y – ‚x)2 = (·x)2 + 2(·x)(‚y) + (‚y)2 + (·y)2 – 2(·y)(‚x) + (‚x)2 =

= ·2x2 + 2·‚xy + ‚2y2 + ·2y2 – 2·‚xy + ‚2x2 =
= ·2x2 + ·2y2 + ‚2x2 + ‚2y2

ÕÚ·   (·2 + ‚2)(x2 + y2) = (·x + ‚y)2 + (·y – ‚x)2.

¶ÔÈÂ˜ ·fi ÙÈ˜ ·Ú·Î¿Ùˆ ÈÛfiÙËÙÂ˜ Â›Ó·È Ù·˘ÙfiÙËÙÂ˜;
·) 0x = 0     ‚) x + y = 0     Á) ·2· = ·3 ‰) (x + 3)2 = x2 + 6x + 9     Â) ·‚ = 0

¡· ÂÈÏ¤ÍÂÙÂ ÙË ÛˆÛÙ‹ ·¿ÓÙËÛË.
i) ΔÔ ·Ó¿Ù˘ÁÌ· ÙÔ˘ (x + ·)2 Â›Ó·È:

·) x2 + ·2 ‚) x2 – 2x· + ·2 Á) x2 + x· + ·2 ‰) x2 + 2x· + ·2

ii) ΔÔ ·Ó¿Ù˘ÁÌ· ÙÔ˘ (2· + 1)2 Â›Ó·È:
·) 2·2 + 4· + 1 ‚) 4·2 + 1 Á) 4·2 + 4· + 1 ‰) 4·2 + 2· + 1

iii) ΔÔ ·Ó¿Ù˘ÁÌ· ÙÔ˘ (y – 2)2 Â›Ó·È:
·) y2 – 2y + 4 ‚) y2 – 4 Á) y2 – 4y + 4 ‰) y2 + 4y + 4

¡· ¯·Ú·ÎÙËÚ›ÛÂÙÂ ÙÈ˜ ·Ú·Î¿Ùˆ ÈÛfiÙËÙÂ˜ ÌÂ (™), ·Ó Â›Ó·È ÛˆÛÙ¤˜ ‹ ÌÂ (§), ·Ó Â›Ó·È
Ï·Óı·ÛÌ¤ÓÂ˜.
·) (x – y)2 = x2 – 2x(–y) + (–y)2

‚) (–· + ‚)2 = ·2 – 2·‚ + ‚2

Á) (5ˆ + 4)2 = 25ˆ2 + 16
‰) (3x – y)2 = 3x2 – 2 � 3x � y + y2

3

2

1
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Ÿˆ˜ Â›‰·ÌÂ ÛÙ· ÚÔËÁÔ‡ÌÂÓ· ·Ú·‰Â›ÁÌ·Ù· ÁÈ· Ó· ·Ô‰Â›ÍÔ˘ÌÂ Ì›· Ù·˘ÙfiÙË-
Ù· ∞ = μ, ÌÔÚÔ‡ÌÂ Ó· ÂÚÁ·ÛÙÔ‡ÌÂ ˆ˜ ÂÍ‹˜:

ñ •ÂÎÈÓ¿ÌÂ ·fi ÙÔ ¤Ó· Ì¤ÏÔ˜ ÙË˜ Ù·˘ÙfiÙËÙ·˜ Î·È Î·Ù·Ï‹ÁÔ˘ÌÂ ÛÙÔ ¿ÏÏÔ
(·Ú·‰Â›ÁÌ·Ù· 1, 2, 5) ‹

ñ – ∫¿ÓÔ˘ÌÂ ÙÈ˜ Ú¿ÍÂÈ˜ ÛÙÔ 1Ô Ì¤ÏÔ˜ ÙË˜ Ù·˘ÙfiÙËÙ·˜ Î·È Î·Ù·Ï‹ÁÔ˘ÌÂ ÛÂ Ì›·
ÈÛfiÙËÙ· ∞ = ° .

– ∫¿ÓÔ˘ÌÂ ÙÈ˜ Ú¿ÍÂÈ˜ ÛÙÔ 2Ô Ì¤ÏÔ˜ ÙË˜ Ù·˘ÙfiÙËÙ·˜ Î·È Î·Ù·Ï‹ÁÔ˘ÌÂ ÛÂ ÌÈ·
ÈÛfiÙËÙ· μ = °.

∞ÊÔ‡ ∞ = ° Î·È μ = ° Û˘ÌÂÚ·›ÓÔ˘ÌÂ fiÙÈ ∞ = μ (·Ú¿‰ÂÈÁÌ· 7).



¡· ÂÈÏ¤ÍÂÙÂ ÙË ÛˆÛÙ‹ ·¿ÓÙËÛË.

i) TÔ ·Ó¿Ù˘ÁÌ· ÙÔ˘ (x + 1)3 Â›Ó·È:

·) x3 + 3 � x � 1 + 13 ‚) x3 + 13

Á) x3 + 3 � x2 � 1 + 3 � x � 12 + 13 ‰) x3 + x2 � 1 + x � 12 + 13

ii) TÔ ·Ó¿Ù˘ÁÌ· ÙÔ˘ (‚ – 2)3 Â›Ó·È:

·) ‚3 – 3 � ‚ � 2 + 23 ‚) ‚3 – 23

Á) ‚3 – ‚2 � 2 + ‚ � 22 – 23 ‰) ‚3 – 3 � ‚2 � 2 + 3 � ‚ � 22 – 23

¡· ¯·Ú·ÎÙËÚ›ÛÂÙÂ ÙÈ˜ ·Ú·Î¿Ùˆ ÈÛfiÙËÙÂ˜ ÌÂ (™) ·Ó Â›Ó·È ÛˆÛÙ¤˜ ‹ ÌÂ (§), ·Ó Â›Ó·È

Ï·Óı·ÛÌ¤ÓÂ˜.

·) (x – y)3 = x3 – 3x2y – 3xy2 – y3

‚) (2x + 3)3 = 2x3 + 3 � 2x2 � 3 + 3 � 2x � 32 + 33

Á) (3x – 1)3 = (3x)3 – 3(3x)2 � 1 + 3(3x) � 12 + 13

‰) (x + 2)3 = x3 + 6x2 + 12x + 8

¡· ÂÈÏ¤ÍÂÙÂ ÙË ÛˆÛÙ‹ ·¿ÓÙËÛË.

i) TÔ ·Ó¿Ù˘ÁÌ· ÙÔ˘ (y – 3)(y + 3) Â›Ó·È:

·) y2 – 3 ‚) 9 – y2 Á) y2 – 9 ‰) 3 – y2

ii) TÔ ·Ó¿Ù˘ÁÌ· ÙÔ˘ (y + x)(x – y) Â›Ó·È:

·) y2 – x2 ‚) x2 – y2 Á) (x – y)2 ‰) x2 + y2

iii) TÔ ·Ó¿Ù˘ÁÌ· ÙÔ˘ (ˆ – 2·)(ˆ + 2·) Â›Ó·È:

·) ˆ2 – 2·2 ‚) ˆ2 + 4·2 Á) 4·2 – ˆ2 ‰) ˆ2 – 4·2

iv) TÔ ·Ó¿Ù˘ÁÌ· ÙÔ˘ (5 – x)(52 + 5x + x2) Â›Ó·È:

·) 53 + x3 ‚) x3 – 53 Á) 53 – x3 ‰) 25 – x3

v) To ·Ó¿Ù˘ÁÌ· ÙÔ˘ (x + 2·)(x2 – 2·x + 4·2) Â›Ó·È:

·) x3 + 2·3 ‚) x3 – (2·)3 Á) x3 – 2·3 ‰) x3 + 8·3

¡· Û˘ÌÏËÚÒÛÂÙÂ ÙÔÓ ·Ú·Î¿Ùˆ ›Ó·Î· ·ÓÙÈÛÙÔÈ¯›˙ÔÓÙ·˜ ÛÂ Î¿ıÂ ·Ú¿ÛÙ·ÛË ÙË˜
ÛÙ‹ÏË˜ ∞, ÙÔ ·Ó¿Ù˘ÁÌ¿ ÙË˜ ·fi ÙË ÛÙ‹ÏË μ.

1. x2 – 2xy + y2

2. x3 – y3

3. x3 – 3x2y + 3xy2 + y3

4. y2 – x2

5. x2 + 2xy + y2

6. x2 – y2

7. x3 + y3

8. x3 – 3x2y + 3xy2 – y3

·. (x + y)(y – x)

‚. (x + y)2

Á. (y – x)2

‰. (x – y)(x2 + xy + y2)

Â. (x + y)(x2 – xy + y2)

ÛÙ. (x – y)3

™Ù‹ÏË B™Ù‹ÏË ∞

7

6

5

4
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ÛÙÂ‰Á‚·



N· ‚ÚÂ›ÙÂ Ù· ·Ó·Ù‡ÁÌ·Ù·:
·) (x + 2)2 ‚) (y + 5)2 Á) (2ˆ + 1)2 ‰) (Î + 2Ï)2

Â) (3y + 2‚)2 ÛÙ) (x2 + 1)2 ˙ ) ( y2 + y)2 Ë) (2x2 + 3x)2

ı) (x + ��2)2 È) (��x + ��y )2 È·) (· + )2
È‚) (ˆ + )2

N· ‚ÚÂ›ÙÂ Ù· ·Ó·Ù‡ÁÌ·Ù·:
·) (x – 3)2 ‚) (y – 5)2 Á) (3ˆ – 1)2 ‰) (2Î – Ï)2

Â) (3y – 2‚)2 ÛÙ) (x2 – 2)2 ˙) (y2 – y)2 Ë) (2x2 – 5x)2

ı) (x – ��3 )2 È) (��x – ��y )2 È·) (· – )2
È‚) (ˆ – )2

XÚËÛÈÌÔÔÈÒÓÙ·˜ ÙËÓ Î·Ù¿ÏÏËÏË Ù·˘ÙfiÙËÙ· Ó· ˘ÔÏÔÁ›ÛÂÙÂ ÙÈ˜ ·Ú·ÛÙ¿ÛÂÈ˜:
·) (��3 + 1)2 ‚) (��6 + ��5)2 Á) (��2 – 3)2 ‰) (1 – ��7)2

¡· Û˘ÌÏËÚÒÛÂÙÂ ÙÈ˜ ÈÛfiÙËÙÂ˜:
·) (x  ... .....)2 = ..... + ..... + 9 ‚) ( ..... ... 4)2 = y2 – ..... ... .....
Á) (..... – .....)2 = 16x2 ... 8x· ... ..... ‰) (..... ... 2ˆ)2 = ..... – 4x2ˆ ... .....

¡· ‚ÚÂ›ÙÂ Ù· ·Ó·Ù‡ÁÌ·Ù·:
·) (x + 1)3 ‚) (y + 4)3 Á) (2· + 1)3 ‰) (3· + 2‚)3

Â) (x2 + 3)3 ÛÙ) (y2 + y)3 ˙) (x – 2)3 Ë) (y – 5)3

ı) (3· – 1)3 È) (2x – 3y)3 È·) (y2 – 2)3 È‚) (ˆ2 – 2ˆ)3

¡· ‚ÚÂ›ÙÂ Ù· ·Ó·Ù‡ÁÌ·Ù·:
·) (x – 1)(x + 1) ‚) (y – 2)(y + 2) Á) (3 – ˆ)(3 + ˆ)
‰) (x + 4)(4 – x) Â) (x – y)(–x – y) ÛÙ) (–x + y)(–x – y)
˙) (2x + 7y)(2x – 7y) Ë) (x – ��2)(x +��2) ı) (��x + ��y )(��x – ��y )

¡· ·Ô‰Â›ÍÂÙÂ fiÙÈ ÙÔ ÔÏ˘ÒÓ˘ÌÔ ƒ(x) = (x – 3)2 + (3x + 1)2 – 10(x – 1)(x + 1) Â›Ó·È
ÛÙ·ıÂÚfi.

·) ¡· ·Ô‰Â›ÍÂÙÂ fiÙÈ (· – ‚)(· + ‚)(·2 + ‚2)(·4 + ‚4) = ·8 – ‚8.
‚) ¡· ˘ÔÏÔÁ›ÛÂÙÂ ÙÔ ÁÈÓfiÌÂÓÔ: 9 � 11 � 101 � 10001.

¡· ÌÂÙ·ÙÚ¤„ÂÙÂ Ù· ·Ú·Î¿Ùˆ ÎÏ¿ÛÌ·Ù·, Ô˘ ¤¯Ô˘Ó ¿ÚÚËÙÔ˘˜ ·ÚÔÓÔÌ·ÛÙ¤˜, ÛÂ
ÈÛÔ‰‡Ó·Ì· ÎÏ¿ÛÌ·Ù· ÌÂ ÚËÙÔ‡˜ ·ÚÔÓÔÌ·ÛÙ¤˜.

·) ‚) Á) ‰) 12
2��3 + ��6 

5
3 + ��2 

6
��7 – ��3 

1
��5 – 1

9

8

7

6

5

4

3

2
ˆ

3
2

2

4
ˆ

1
2

1
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¡· ‚ÚÂ›ÙÂ Ù· ·Ó·Ù‡ÁÌ·Ù·:
·) (x – 3)(x2 + 3x + 9) ‚) (y + 2)(y2 – 2y + 4)
Á) (2ˆ + 1)(4ˆ2 – 2ˆ + 1) ‰) (1 – ·)(1 + · + ·2)

¡· Î¿ÓÂÙÂ ÙÈ˜ Ú¿ÍÂÈ˜:
·) (x – 4)2 + (2x + 5)2 ‚) (x2 – 1)2 – (x2 – 3)(x2 + 3)
Á) (x + y)2 – (x – 2y)(x + 2y) + (2x – y)2 ‰) (3x – 4)2 + (3x + 4)2 – 2(3x – 4)(3x + 4)
Â) (2· + 1)3 + (2· – 1)3 ÛÙ) (· + 2)3 – (· + 2)(·2 – 2· + 4)
˙) (·2 + ·)3 – (·2 – ·)3 Ë) (4· – 1)3 – ·(8· + 1)(8· – 1)

¡· ·Ô‰Â›ÍÂÙÂ fiÙÈ:
·) (x – 2y)2 – (2x – y)2 + 3x2 = 3y2

‚) (· – 3‚)2 + (3· + 2‚)(3· – 2‚) – (3· – ‚)2 = ·2 + 4‚2

Á) (x – 1)(x + 1)3 – 2x(x – 1)(x + 1) = x4 – 1
‰) (·2 + ‚2)2 – (2·‚)2 = (·2 – ‚2)2

Â) (· – 4)2 + (2· – 3)2 = ·2 + (2· – 5)2

ÛÙ) (2x2 + 2x)2 + (2x + 1)2 = (2x2 + 2x + 1)2

AÓ x = 3 + ��5  Î·È y = 3 – ��5, Ó· ˘ÔÏÔÁ›ÛÂÙÂ ÙÈ˜ ·Ú·ÛÙ¿ÛÂÈ˜:
·) xy ‚) x2 – y2 Á) x2 + y2 ‰) x3 + y3

·) ¡· ·Ô‰Â›ÍÂÙÂ fiÙÈ (· + )2
– (· – )2

= 20

‚) ¡· ˘ÔÏÔÁ›ÛÂÙÂ ÙÔÓ ·ÚÈıÌfi x = (2005 + )2
– (2005 – )2

AÓ ÙÔ ÙÚ›ÁˆÓÔ ∞μ° Â›Ó·È ÔÚıÔÁÒÓÈÔ, Ó· ·Ô‰Â›ÍÂÙÂ
fiÙÈ Î·È ÙÔ ÙÚ›ÁˆÓÔ μ°¢ Â›Ó·È ÔÚıÔÁÒÓÈÔ. 

ñ ™ÎÂÊÙÂ›ÙÂ ‰‡Ô ·ÚÈıÌÔ‡˜ ‰È·ÊÔÚÂÙÈÎÔ‡˜ ·fi ÙÔ ÌË‰¤Ó.
ñ μÚÂ›ÙÂ ÙÔ ÙÂÙÚ¿ÁˆÓÔ ÙÔ˘ ·ıÚÔ›ÛÌ·Ùfi˜ ÙÔ˘˜.
ñ μÚÂ›ÙÂ ÙÔ ÙÂÙÚ¿ÁˆÓÔ ÙË˜ ‰È·ÊÔÚ¿˜ ÙÔ˘˜.
ñ ∞Ê·ÈÚ¤ÛÙÂ ·fi ÙÔ ÙÂÙÚ¿ÁˆÓÔ ÙÔ˘ ·ıÚÔ›ÛÌ·ÙÔ˜ ÙÔ

ÙÂÙÚ¿ÁˆÓÔ ÙË˜ ‰È·ÊÔÚ¿˜.
ñ ¢È·ÈÚ¤ÛÙÂ ÙÔ ÙÂÏÈÎfi ·ÔÙ¤ÏÂÛÌ· ÌÂ ÙÔ ÁÈÓfiÌÂÓÔ ÙˆÓ

‰‡Ô ·ÚÈıÌÒÓ Ô˘ ·Ú¯ÈÎ¿ ÛÎÂÊÙ‹Î·ÙÂ.
ñ ΔÔ ·ÔÙ¤ÏÂÛÌ· Ô˘ ‚Ú‹Î·ÙÂ Â›Ó·È Ô ·ÚÈıÌfi˜ 4 ·ÓÂÍ¿ÚÙËÙ· ·fi ÙÔ˘˜ ·ÚÈıÌÔ‡˜

Ô˘ ÂÈÏ¤Í·ÙÂ. ªÔÚÂ›ÙÂ Ó· ÙÔ ÂÍËÁ‹ÛÂÙÂ;

·) ¡· ·Ô‰Â›ÍÂÙÂ fiÙÈ ‚Á = .

‚) ¡· ˘ÔÏÔÁ›ÛÂÙÂ ÙÔ ÂÌ‚·‰fiÓ ÔÚıÔÁˆÓ›Ô˘ ÙÚÈÁÒÓÔ˘, Ô˘ ¤¯ÂÈ ˘ÔÙÂ›ÓÔ˘Û·
10 cm, Î·È ÔÈ Î¿ıÂÙÂ˜ ÏÂ˘Ú¤˜ ÙÔ˘ ‰È·Ê¤ÚÔ˘Ó Î·Ù¿ 2 cm.

‚2 + Á2 – (‚ – Á)2

2
17

16

15

1
401

1
401

5
·

5
·14

13

12

11

10

50

M¤ÚÔ˜ ∞ - ∫ÂÊ¿Ï·ÈÔ 1Ô

∞ μ

°

¢
1

5x+2

3x+2

4x+1



ŒÓ·˜ ·Ù¤Ú·˜ ÌÔ›Ú·ÛÂ ¤Ó· ÔÈÎfiÂ‰Ô
ÛÙ· ‰‡Ô ·È‰È¿ ÙÔ˘, fiˆ˜ Ê·›ÓÂÙ·È
ÛÙÔ Û¯‹Ì·. Δ· ‰‡Ô ÔÈÎfiÂ‰· Â›¯·Ó ÙÔ
›‰ÈÔ ÂÌ‚·‰fiÓ ‹ Î¿ÔÈÔ ·fi Ù· ·È‰È¿
·‰ÈÎ‹ıËÎÂ;
¡· ·ÈÙÈÔÏÔÁ‹ÛÂÙÂ ÙËÓ ·¿ÓÙËÛ‹ Û·˜.

Το τρίγωνο του Πασκάλ
και το ανάπτυγμα των δυνάμεων του α + β

1 (·+‚)0= 1
1 1 (·+‚)1= 1· + 1‚

1 2 1 (·+‚)2= 1·2 + 2·‚ + 1‚2

1 3 3 1 (·+‚)3= 1·3 + 3·2‚ + 3·‚2 +1‚3

1 4 6 4 1 (·+‚)4= 1·4+ 4·3‚ + 6·2‚2 + 4·‚3 +1‚4

1 1 (·+‚)5= .... + .... + .... + .... + .... + ....

1 1(·+‚)6= .... .... ... .... ... .... ... .... ... .... ... .... ... .... .... ...

¶·Ú·ÙËÚ‹ÛÙÂ Ù· ·Ó·Ù‡ÁÌ·Ù· ÙˆÓ ‰˘Ó¿ÌÂˆÓ ÙÔ˘ ·ıÚÔ›ÛÌ·ÙÔ˜ · + ‚.

1. √È ·ÓÙ›ÛÙÔÈ¯ÔÈ Û˘ÓÙÂÏÂÛÙ¤˜ ÛÂ Î¿ıÂ ·Ó¿Ù˘ÁÌ· Û¯ËÌ·Ù›˙Ô˘Ó
ÌÈ· ÁÚ·ÌÌ‹ Û’ ¤Ó· ·ÚÈıÌËÙÈÎfi ÙÚ›ÁˆÓÔ, Ô˘ Â›Ó·È ÁÓˆÛÙfi ˆ˜
ÙÚ›ÁˆÓÔ ÙÔ˘ ¶·ÛÎ¿Ï. ΔÔ ÙÚ›ÁˆÓÔ ·˘Ùfi ‹ÚÂ ÙÔ fiÓÔÌ¿ ÙÔ˘ ·fi
ÙÔÓ °¿ÏÏÔ Ì·ıËÌ·ÙÈÎfi Blaise Pascal (1623 - 1662) Î·È ÔÈ ·ÚÈıÌÔ›
ÙÔ˘ ÎÚ‡‚Ô˘Ó ÔÏÏ¤˜ È‰ÈfiÙËÙÂ˜. √ ÚÒÙÔ˜ Î·È Ô ÙÂÏÂ˘Ù·›Ô˜
·ÚÈıÌfi˜ Î¿ıÂ ÛÂÈÚ¿˜ Â›Ó·È 1.
ªÔÚÂ›ÙÂ Ó· ·Ó·Î·Ï‡„ÂÙÂ ÌÂ ÔÈÔÓ ÙÚfiÔ ÚÔÎ‡ÙÔ˘Ó ÔÈ
˘fiÏÔÈÔÈ ·ÚÈıÌÔ› Î¿ıÂ ÛÂÈÚ¿˜;

2. ™˘ÓÂ¯›ÛÙÂ ÙËÓ Î·Ù·ÛÎÂ˘‹ ÙÔ˘ ÙÚÈÁÒÓÔ˘ Î·È ‚ÚÂ›ÙÂ Ù· ·Ó·Ù‡ÁÌ·Ù· (· + ‚)5 Î·È
(· + ‚)6, ·ÊÔ‡ ÚÒÙ· ·Ó·Î·Ï‡„ÂÙÂ ÌÂ ÔÈÔÓ ÙÚfiÔ ÁÚ¿ÊÔÓÙ·È ÔÈ ‰˘Ó¿ÌÂÈ˜ ÙÔ˘ · Î·È
ÙÔ˘ ‚ ÛÂ Î¿ıÂ ·Ó¿Ù˘ÁÌ·.

3. ¡· ‚ÚÂ›ÙÂ Î·È ÙÔ ·Ó¿Ù˘ÁÌ· ÙÔ˘ (· – ‚)6, ·Ó ÁÓˆÚ›˙ÂÙÂ fiÙÈ Î·È Ù· ·Ó·Ù‡ÁÌ·Ù· ÙˆÓ
‰˘Ó¿ÌÂˆÓ ÙË˜ ‰È·ÊÔÚ¿˜ · – ‚ ÚÔÎ‡ÙÔ˘Ó ÌÂ ÙÔÓ ›‰ÈÔ ·ÎÚÈ‚Ò˜ ÙÚfiÔ, ÌfiÓÔ Ô˘
ı¤ÙÔ˘ÌÂ Ù· ÚfiÛËÌ· ÂÓ·ÏÏ¿Í, ·Ú¯›˙ÔÓÙ·˜ ·fi +.

.¯. (· – ‚)2 = ·2 – 2·‚ + ‚2,    (· – ‚)3 = ·3 – 3·2‚ + 3·‚2 – ‚3

4. ªÔÚÂ›ÙÂ Ó· ‚ÚÂ›ÙÂ ÔÈÂ˜ ¿ÏÏÂ˜ È‰ÈfiÙËÙÂ˜ ÎÚ‡‚Ô˘Ó ÔÈ ·ÚÈıÌÔ› ÙÔ˘ ÙÚÈÁÒÓÔ˘ ¶·ÛÎ¿Ï;

18

51

1.5 AÍÈÔÛËÌÂ›ˆÙÂ˜ Ù·˘ÙfiÙËÙÂ˜

· + ‚ ·

·

‚

‚



¶˘ı·ÁfiÚÂÈÂ˜ ÙÚÈ¿‰Â˜
AÓ ÔÈ ·ÚÈıÌÔ› ·, ‚, Á ÂÎÊÚ¿˙Ô˘Ó Ù· Ì‹ÎË ÙˆÓ ÏÂ˘ÚÒÓ ÂÓfi˜ ÔÚıÔÁˆÓ›Ô˘
ÙÚÈÁÒÓÔ˘, ÙfiÙÂ fiˆ˜ ÁÓˆÚ›˙Ô˘ÌÂ, ÈÛ¯‡ÂÈ ÙÔ ¶˘ı·ÁfiÚÂÈÔ ıÂÒÚËÌ·

·2 = ‚2 + Á2 (1)
¶fiÛ· fiÌˆ˜ ÔÚıÔÁÒÓÈ· ÙÚ›ÁˆÓ· ÌÔÚÔ‡ÌÂ Ó· ‚ÚÔ‡ÌÂ Ô˘ Ù· Ì‹ÎË ÙˆÓ
ÏÂ˘ÚÒÓ ÙÔ˘˜ ÂÎÊÚ¿˙ÔÓÙ·È ÌÂ ·Î¤Ú·ÈÔ˘˜ ·ÚÈıÌÔ‡˜;
ªÈ· ÙÚÈ¿‰· ıÂÙÈÎÒÓ ·ÎÂÚ·›ˆÓ ·ÚÈıÌÒÓ ·, ‚, Á, ÁÈ· ÙËÓ ÔÔ›· ÈÛ¯‡ÂÈ Ë Û¯¤ÛË
(1), Ï¤ÌÂ fiÙÈ ·ÔÙÂÏÂ› ¶˘ı·ÁfiÚÂÈ· ÙÚÈ¿‰·. ΔËÓ ·ÏÔ‡ÛÙÂÚË ¶˘ı·ÁfiÚÂÈ·
ÙÚÈ¿‰· Û¯ËÌ·Ù›˙Ô˘Ó ÔÈ ·ÚÈıÌÔ› 5, 4, 3 ·ÊÔ‡ 52 = 42 + 32.
À¿Ú¯Ô˘Ó, ¿Ú·ÁÂ, ÙÚfiÔÈ Ó· Û¯ËÌ·Ù›˙Ô˘ÌÂ ¶˘ı·ÁfiÚÂÈÂ˜ ÙÚÈ¿‰Â˜;

√ ¶˘ı·ÁfiÚ·˜ (6Ô˜ ·ÈÒÓ·˜ .Ã.) ÁÓÒÚÈ˙Â fiÙÈ ÔÈ ·ÚÈıÌÔ› ÙË˜ ÌÔÚÊ‹˜

, , Ì,   fiÔ˘ Ì ÂÚÈÙÙfi˜ (Ì = 3, 5, 7, ...)

Û¯ËÌ·Ù›˙Ô˘Ó ÌÈ· ¶˘ı·ÁfiÚÂÈ· ÙÚÈ¿‰·.
·) ªÔÚÂ›ÙÂ Ó· ÙÔ ·Ô‰Â›ÍÂÙÂ;
‚) ¡· ‚ÚÂ›ÙÂ ‰‡Ô ÙÔ˘Ï¿¯ÈÛÙÔÓ ¶˘ı·ÁfiÚÂÈÂ˜ ÙÚÈ¿‰Â˜ ÌÂ ÙÔ˘˜ ·ÚÈıÌÔ‡˜ ÙÔ˘ ¶˘ı·ÁfiÚ·.

√ ¶Ï¿ÙˆÓ·˜ (5Ô˜ – 4Ô˜ ·ÈÒÓ·˜ .Ã.) ÁÓÒÚÈ˙Â fiÙÈ ÔÈ ·ÚÈıÌÔ› ÙË˜ ÌÔÚÊ‹˜

+ 1,    – 1,   Ì,   fiÔ˘ Ì ¿ÚÙÈÔ˜ (Ì = 4, 6, 8, ...)

Û¯ËÌ·Ù›˙Ô˘Ó ÌÈ· ¶˘ı·ÁfiÚÂÈ· ÙÚÈ¿‰·.
·) ªÔÚÂ›ÙÂ Ó· ÙÔ ·Ô‰Â›ÍÂÙÂ;
‚) ¡· ‚ÚÂ›ÙÂ ‰‡Ô ÙÔ˘Ï¿¯ÈÛÙÔÓ ¶˘ı·ÁfiÚÂÈÂ˜ ÙÚÈ¿‰Â˜ ÌÂ ÙÔ˘˜ ·ÚÈıÌÔ‡˜ ÙÔ˘

¶Ï¿ÙˆÓ·.
O ¢ÈfiÊ·ÓÙÔ˜ (3Ô˜ ·ÈÒÓ·˜ Ì.Ã.) ÛÙËÚÈ˙fiÌÂÓÔ˜ ÛÂ Ì›· Ù·˘ÙfiÙËÙ· ÙËÓ ÔÔ›·
ÁÓÒÚÈ˙Â Î·È Ô ∂˘ÎÏÂ›‰Ë˜, ¤‰ˆÛÂ ÌÈ· ÁÂÓÈÎfiÙÂÚË Ï‡ÛË ÛÙÔ Úfi‚ÏËÌ·
Î·Ù·ÛÎÂ˘‹˜ ¶˘ı·ÁÔÚÂ›ˆÓ ÙÚÈ¿‰ˆÓ ·fi ÔÔÈÔ˘Û‰‹ÔÙÂ ·ÚÈıÌÔ‡˜ (¿ÚÙÈÔ˘˜ ‹
ÂÚÈÙÙÔ‡˜). ∞Ó·Î¿Ï˘„Â fiÙÈ Ô ·ÚÈıÌÔ› ÙË˜ ÌÔÚÊ‹˜ Ï2 + Ì2,   Ï2 – Ì2,   2ÏÌ, fiÔ˘
Ï, Ì ıÂÙÈÎÔ› ¿ÓÈÛÔÈ ·Î¤Ú·ÈÔÈ ·ÚÈıÌÔ›, Û¯ËÌ·Ù›˙Ô˘Ó ¶˘ı·ÁfiÚÂÈ· ÙÚÈ¿‰·.
·) ªÔÚÂ›ÙÂ Ó· ÙÔ ·Ô‰Â›ÍÂÙÂ;
‚) ¡· ‚ÚÂ›ÙÂ ‰‡Ô ÙÔ˘Ï¿¯ÈÛÙÔÓ ¶˘ı·ÁfiÚÂÈÂ˜ ÙÚÈ¿‰Â˜ ÌÂ ÙÔ˘˜ ·ÚÈıÌÔ‡˜ ÙÔ˘

¢ÈfiÊ·ÓÙÔ˘.

∏  ¤ Ó Ó Ô È ·  Ù Ë ˜  ·  fi ‰ Â È Í Ë ˜
ñ ¢ÈÂÚÂ‡ÓËÛË ÙÔ˘ ÚfiÏÔ˘ ÙË˜ ·fi‰ÂÈÍË˜ ÛÙËÓ Î·ıËÌÂÚÈÓ‹ ˙ˆ‹ (‰ÈÎ·ÛÙ‹ÚÈÔ, ÂÌÔÚÈÎ¤˜

Û˘Ó·ÏÏ·Á¤˜ Î.Ù.Ï.)
ñ ∏ ·fi‰ÂÈÍË ÛÙ· ª·ıËÌ·ÙÈÎ¿ Î·È ÛÙÈ˜ ¿ÏÏÂ˜ ÂÈÛÙ‹ÌÂ˜ (Â˘ıÂ›· ·fi‰ÂÈÍË, ··ÁˆÁ‹

ÛÂ ¿ÙÔÔ Î.Ù.Ï.).

ΘΕΜΑ:

ΔΙΑΘΕΜΑΤΙΚΟ ΣΧΕΔΙΟ ΕΡΓΑΣΙΑΣ

Ì2

4
Ì2

4

Ì2 – 1
2

Ì2 + 1
2

∂¡∞ £∂ª∞ ∞¶√ Δ∏¡ π™Δ√ƒπ∞ Δø¡ ª∞£∏ª∞Δπ∫ø¡
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¶˘ı·ÁfiÚ·˜

¶Ï¿ÙˆÓ·˜
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✔ Μαθαίνω να μετατρέπω μια αλγεβρική παράσταση σε
γινόμενο παραγόντων

1. ¡· Á›ÓÔ˘Ó ÔÈ Ú¿ÍÂÈ˜:

·) 7,32 � 25 + 7,32 � 75 ‚) 347 � – 347 �

2. ™Â ÌÈ· Î˘ÎÏÈÎ‹ Ï·ÙÂ›· ·ÎÙ›Ó·˜ R = 32,50 m Î·Ù·ÛÎÂ˘¿ÛÙËÎÂ
¤Ó· Î˘ÎÏÈÎfi Û˘ÓÙÚÈ‚¿ÓÈ ·ÎÙ›Ó·˜ Ú = 7,50 m.
¡· ˘ÔÏÔÁ›ÛÂÙÂ ÙÔ ÂÌ‚·‰fiÓ ÙË˜ Ï·ÙÂ›·˜ Ô˘ ·¤ÌÂÈÓÂ ÌÂÙ¿
ÙËÓ Î·Ù·ÛÎÂ˘‹ ÙÔ˘ Û˘ÓÙÚÈ‚·ÓÈÔ‡.

¶ÔÏÏ¤˜ ÊÔÚ¤˜, ÁÈ· ÙËÓ Â›Ï˘ÛË ÂÓfi˜ ÚÔ‚Ï‹Ì·ÙÔ˜, ÌÈ·˜ ÂÍ›ÛˆÛË˜, ÌÈ·˜ ·Ó›ÛˆÛË˜ ‹ ÁÈ·
ÙËÓ ·ÏÔÔ›ËÛË ÂÓfi˜ ÎÏ¿ÛÌ·ÙÔ˜, Â›Ó·È ¯Ú‹ÛÈÌÔ Ó· ÌÂÙ·ÙÚ·Â› Ì›· ·Ú¿ÛÙ·ÛË ·fi
¿ıÚÔÈÛÌ· ÛÂ ÁÈÓfiÌÂÓÔ.

∏ ‰È·‰ÈÎ·Û›· ÌÂ ÙËÓ ÔÔ›· ÌÈ· ·Ú¿ÛÙ·ÛË, Ô˘ Â›Ó·È ¿ıÚÔÈÛÌ·, ÌÂÙ·ÙÚ¤ÂÙ·È ÛÂ
ÁÈÓfiÌÂÓÔ ·Ú·ÁfiÓÙˆÓ, Ï¤ÁÂÙ·È ·Ú·ÁÔÓÙÔÔ›ËÛË.

°È· ·Ú¿‰ÂÈÁÌ·, Ë ·Ú¿ÛÙ·ÛË R2 – Ú2 ÌÂ ÙË ‚Ô‹ıÂÈ· ÙË˜ ÂÈÌÂÚÈÛÙÈÎ‹˜ È‰ÈfiÙËÙ·˜
ÁÚ¿ÊÂÙ·È (R2 – Ú2) Î·È Û‡ÌÊˆÓ· ÌÂ ÙËÓ Ù·˘ÙfiÙËÙ· (R + Ú)(R – Ú) = R2 – Ú2,
·Ú·ÁÔÓÙÔÔÈÂ›Ù·È ˆ˜ ÂÍ‹˜:

πR2 – πρ2 = π(R2 – ρ2) = π(R + ρ)(R – ρ)

™ÙÔ ÚÔËÁÔ‡ÌÂÓÔ ·Ú¿‰ÂÈÁÌ· Ë ·Ú¿ÛÙ·ÛË (R + Ú)(R – Ú) ‰ÂÓ ÂÈ‰¤¯ÂÙ·È ÂÚ·ÈÙ¤Úˆ
·Ú·ÁÔÓÙÔÔ›ËÛË Î·È ÁÈ’ ·˘Ùfi Ï¤ÌÂ fiÙÈ Ë ·Ú¿ÛÙ·ÛË ¤¯ÂÈ ·Ó·Ï˘ıÂ› ÛÂ ÁÈÓfiÌÂÓÔ ÚÒÙˆÓ
·Ú·ÁfiÓÙˆÓ.

™ÙÔ ÂÍ‹˜, fiÙ·Ó Ï¤ÌÂ fiÙÈ ·Ú·ÁÔÓÙÔÔÈÔ‡ÌÂ Ì›· ·Ú¿ÛÙ·ÛË, ı· ÂÓÓÔ‡ÌÂ fiÙÈ ÙËÓ
·Ó·Ï‡Ô˘ÌÂ ÛÂ ÁÈÓfiÌÂÓÔ ÚÒÙˆÓ ·Ú·ÁfiÓÙˆÓ.

™ÙË Û˘Ó¤¯ÂÈ·, ı· ‰Ô‡ÌÂ ÙÈ˜ ÈÔ ¯·Ú·ÎÙËÚÈÛÙÈÎ¤˜ ÂÚÈÙÒÛÂÈ˜ ·Ú·ÁÔÓÙÔÔ›ËÛË˜ ÌÈ·˜
·ÏÁÂ‚ÚÈÎ‹˜ ·Ú¿ÛÙ·ÛË˜.

1
6

7
6

ΔΡΑΣΤΗΡΙΟΤΗΤΑ

¶·Ú·ÁÔÓÙÔÔ›ËÛË ·ÏÁÂ‚ÚÈÎÒÓ ·Ú·ÛÙ¿ÛÂˆÓ1.6

R=32,50 m

Ú=7,50 m



·) ∫ÔÈÓfi˜ ·Ú¿ÁÔÓÙ·˜ 
∞Ó fiÏÔÈ ÔÈ fiÚÔÈ ÌÈ·˜ ·Ú¿ÛÙ·ÛË˜ ¤¯Ô˘Ó ÎÔÈÓfi
·Ú¿ÁÔÓÙ·, ÙfiÙÂ Ë ·Ú¿ÛÙ·ÛË ÌÂÙ·ÙÚ¤ÂÙ·È
ÛÂ ÁÈÓfiÌÂÓÔ ·Ú·ÁfiÓÙˆÓ Û‡ÌÊˆÓ· ÌÂ ÙËÓ
ÂÈÌÂÚÈÛÙÈÎ‹ È‰ÈfiÙËÙ·.

°È· ·Ú¿‰ÂÈÁÌ·, ÛÂ fiÏÔ˘˜ ÙÔ˘˜ fiÚÔ˘˜ ÙË˜ ·Ú¿ÛÙ·ÛË˜ 3· + 3‚ – 3Á ˘¿Ú¯ÂÈ ÎÔÈÓfi˜
·Ú¿ÁÔÓÙ·˜ ÙÔ 3, ÔfiÙÂ Ë ·Ú¿ÛÙ·ÛË ·Ú·ÁÔÓÙÔÔÈÂ›Ù·È ˆ˜ ÂÍ‹˜: 

3α + 3β – 3γ = 3(α + β – γ).

√ÌÔ›ˆ˜ Ë ·Ú¿ÛÙ·ÛË 2·2 – 2·‚ + 2·, ÁÚ¿ÊÂÙ·È 2· � · – 2· � ‚ + 2· � 1, ÔfiÙÂ ÛÂ fiÏÔ˘˜
ÙÔ˘˜ fiÚÔ˘˜ ÙË˜ ˘¿Ú¯ÂÈ ÎÔÈÓfi˜ ·Ú¿ÁÔÓÙ·˜ ÙÔ 2·.

ÕÚ·, Ë ·Ú¿ÛÙ·ÛË ·Ú·ÁÔÓÙÔÔÈÂ›Ù·È
ˆ˜ ÂÍ‹˜:

2α2 – 2αβ + 2α = 2α(α – β + 1).

™ÙËÓ ÂÚ›ÙˆÛË ·˘Ù‹, Ï¤ÌÂ fiÙÈ
«‚Á¿˙Ô˘ÌÂ ÎÔÈÓfi ·Ú¿ÁÔÓÙ· ÙÔ 2·».

N· ·Ú·ÁÔÓÙÔÔÈËıÔ‡Ó ÔÈ ·Ú·ÛÙ¿ÛÂÈ˜:
·) 12x2y – 30xy2 + 6x2y2 ‚) ·(ˆ – x) + 3‚(x – ˆ) Á) 3(2x – 1) + x(4x – 2)

·) ™Â fiÏÔ˘˜ ÙÔ˘˜ fiÚÔ˘˜ ÙË˜ ·Ú¿ÛÙ·ÛË˜ ˘¿Ú¯ÂÈ 12x2y – 30xy2 + 6x2y2 =
ÎÔÈÓfi˜ ·Ú¿ÁÔÓÙ·˜ ÙÔ 6xy,ÔfiÙÂ ¤¯Ô˘ÌÂ: = 6xy(2x – 5y + xy)

‚) ∏ ·Ú¿ÛÙ·ÛË ¤¯ÂÈ ‰‡Ô fiÚÔ˘˜, ÙÔ˘˜ ·(ˆ – x)
Î·È 3‚(x – ˆ). °È· Ó· ‰ËÌÈÔ˘ÚÁ‹ÛÔ˘ÌÂ Î·È ÛÙÔ˘˜ ·(ˆ – x) + 3‚(x – ˆ) =
‰‡Ô fiÚÔ˘˜ ÎÔÈÓfi ·Ú¿ÁÔÓÙ· ÙÔÓ ˆ – x, ÙÔ ‰Â‡ÙÂÚÔ = ·(ˆ – x) – 3‚(ˆ – x) =
fiÚÔ ÙË˜ ÙÔÓ ÁÚ¿ÊÔ˘ÌÂ –3‚(ˆ – x), ÔfiÙÂ ¤¯Ô˘ÌÂ: = (ˆ – x)(· – 3‚)

Á) AÓ ·fi ÙÔ ‰Â‡ÙÂÚÔ fiÚÔ ÙË˜ ·Ú¿ÛÙ·ÛË˜ ‚Á¿ÏÔ˘ÌÂ 3(2x – 1) + x(4x – 2) =
ÎÔÈÓfi ·Ú¿ÁÔÓÙ· ÙÔ 2, ÙfiÙÂ ‰ËÌÈÔ˘ÚÁÔ‡ÌÂ ÎÔÈÓfi = 3(2x – 1) + 2x(2x – 1)=
·Ú¿ÁÔÓÙ· ÙÔ 2x – 1, ÔfiÙÂ ¤¯Ô˘ÌÂ: = (2x – 1)(3 + 2x)

‚) ∫ÔÈÓfi˜ ·Ú¿ÁÔÓÙ·˜ Î·Ù¿ ÔÌ¿‰Â˜ (√Ì·‰ÔÔ›ËÛË)
™ÙËÓ ·Ú¿ÛÙ·ÛË ·x + ·y + 2x + 2y, ‰ÂÓ ˘¿Ú¯ÂÈ ÎÔÈÓfi˜ ·Ú¿ÁÔÓÙ·˜ ÛÂ fiÏÔ˘˜ ÙÔ˘˜
fiÚÔ˘˜ ÙË˜. ∞Ó fiÌˆ˜ ‚Á¿ÏÔ˘ÌÂ ÎÔÈÓfi ·Ú¿ÁÔÓÙ·, ·fi ÙÔ˘˜ ‰‡Ô ÚÒÙÔ˘˜ fiÚÔ˘˜ ÙÔ · Î·È

Λύση

Παραδείγìατα
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παραγοντοποιούμε

=

αναπτύσσουμε

3(α + β – γ)3α + 3β – 3γ

∫¿ıÂ fiÚÔ˜ Ì¤Û· ÛÙËÓ ·Ú¤ÓıÂÛË Â›Ó·È ÙÔ
ËÏ›ÎÔ ÙË˜ ‰È·›ÚÂÛË˜ ÙˆÓ ·ÓÙ›ÛÙÔÈ¯ˆÓ fiÚˆÓ
ÙË˜ ·Ú¿ÛÙ·ÛË˜ ÌÂ ÙÔÓ ÎÔÈÓfi ·Ú¿ÁÔÓÙ·:

(2·2) : (2·) = = ·

(2·‚) : (2·) = = ‚

(2·) : (2·) = = 12·
2·

2·‚
2·

2·2

2·



·fi ÙÔ˘˜ ‰‡Ô ÙÂÏÂ˘Ù·›Ô˘˜ ÙÔ 2, ÙfiÙÂ Û¯ËÌ·Ù›˙ÔÓÙ·È ‰‡Ô fiÚÔÈ ÌÂ ÎÔÈÓfi ·Ú¿ÁÔÓÙ· ÙÔÓ
x + y. ŒÙÛÈ, Ë ·Ú¿ÛÙ·ÛË ·Ú·ÁÔÓÙÔÔÈÂ›Ù·È ˆ˜ ÂÍ‹˜:

αx + αy + 2x + 2y = α(x + y) + 2(x + y) = (x + y) (α + 2)

TËÓ ÚÔËÁÔ‡ÌÂÓË ·Ú¿ÛÙ·ÛË ÌÔÚÔ‡ÌÂ Ó· ÙË ¯ˆÚ›ÛÔ˘ÌÂ Î·È ÛÂ ‰È·ÊÔÚÂÙÈÎ¤˜ ÔÌ¿‰Â˜.
ΔÔ ·ÔÙ¤ÏÂÛÌ· fiÌˆ˜ ÙË˜ ·Ú·ÁÔÓÙÔÔ›ËÛË˜ Â›Ó·È Î·È ¿ÏÈ ÙÔ ›‰ÈÔ. ¶Ú¿ÁÌ·ÙÈ, ¤¯Ô˘ÌÂ:

αx + αy + 2x + 2y = χ(α + 2) + y(α + 2) = (α + 2) (x + y)

N· ·Ú·ÁÔÓÙÔÔÈËıÔ‡Ó ÔÈ ·Ú·ÛÙ¿ÛÂÈ˜:
·) 3x3 – 12x2 + 5x – 20 ‚) ·‚ – 3· – 3‚ + 9 Á) 3x2 + 5xy + 2y2

·) 3x3 – 12x2 + 5x – 20 = 3x2(x – 4) + 5(x – 4) = (x – 4)(3x2 + 5)

‚) ·‚ – 3· – 3‚ + 9 = ·(‚ – 3) – 3(‚ – 3) = (‚ – 3)(· – 3)

Á) 3x2 + 5xy + 2y2 = 3x2 + 3xy + 2xy + 2y2 =
= 3x(x + y) + 2y(x + y) =
= (x + y)(3x + 2y).

Á) ¢È·ÊÔÚ¿ ÙÂÙÚ·ÁÒÓˆÓ
∞Ó ÂÓ·ÏÏ¿ÍÔ˘ÌÂ Ù· Ì¤ÏË ÙË˜ Ù·˘ÙfiÙËÙ·˜
(· + ‚)(· – ‚) = ·2 – ‚2, ÙfiÙÂ ÁÚ¿ÊÂÙ·È Î·È ˆ˜ ÂÍ‹˜: 

™‡ÌÊˆÓ· ÌÂ ÙËÓ Ù·˘ÙfiÙËÙ· ·˘Ù‹, ÌÔÚÔ‡ÌÂ Ó· ·Ú·ÁÔÓÙÔÔÈ‹ÛÔ˘ÌÂ ÌÈ· ·Ú¿ÛÙ·ÛË
Ô˘ Â›Ó·È ‰È·ÊÔÚ¿ ÙÂÙÚ·ÁÒÓˆÓ, .¯. α 2 – 9 = α 2 – 32 = (α + 3) (α – 3).

N· ·Ú·ÁÔÓÙÔÔÈËıÔ‡Ó ÔÈ ·Ú·ÛÙ¿ÛÂÈ˜: ·) 4‚2 – 25 ‚) (3x – 1)2 – 81 Á) ·2 – 7.

·) 4‚2 – 25 = (2‚)2 – 52 = (2‚ + 5)(2‚ – 5)

‚) (3x – 1)2 – 81 = (3x – 1)2 – 92 =
= (3x – 1 + 9)(3x – 1 – 9) =
= (3x + 8)(3x – 10)

Á) ·2 – 7 = ·2 – (��7 )2 = (· – ��7 )(· + ��7 )

Λύση

Παραδείγìατα

·2 – ‚2 = (· + ‚)(· – ‚)

Λύση

Παραδείγìατα

55

1.6 ¶·Ú·ÁÔÓÙÔÔ›ËÛË ·ÏÁÂ‚ÚÈÎÒÓ Î·Ù·ÛÙ¿ÛÂˆÓ

MÂÚÈÎ¤˜ ·Ú·ÛÙ¿ÛÂÈ˜ ·Ú·ÁÔ-
ÓÙÔÔÈÔ‡ÓÙ·È Î·Ù¿ ÔÌ¿‰Â˜, ·Ó

‰È·Û¿ÛÔ˘ÌÂ Î·Ù¿ÏÏËÏ· ¤Ó·Ó ‹
ÂÚÈÛÛfiÙÂÚÔ˘˜ fiÚÔ˘˜
.¯. 5xy = 3xy + 2xy

°È· Ó· Û¯ËÌ·Ù›ÛÔ˘ÌÂ ‰È·ÊÔÚ¿
ÙÂÙÚ·ÁÒÓˆÓ ÂÎÊÚ¿˙Ô˘ÌÂ
Î¿ıÂ fiÚÔ ˆ˜ ÙÂÙÚ¿ÁˆÓÔ

ÌÈ·˜ ·Ú¿ÛÙ·ÛË˜.



‰) ¢È·ÊÔÚ¿ – ¿ıÚÔÈÛÌ· Î‡‚ˆÓ
√È Ù·˘ÙfiÙËÙÂ˜ (· – ‚)(·2 + ·‚ + ‚2) = ·3 – ‚3 Î·È (· + ‚)(·2 – ·‚ + ‚2) = ·3 + ‚3 ÁÚ¿ÊÔÓÙ·È
Î·È ˆ˜ ÂÍ‹˜:

™‡ÌÊˆÓ· ÌÂ ÙÈ˜ Ù·˘ÙfiÙËÙÂ˜ ·˘Ù¤˜, ÌÔÚÔ‡ÌÂ Ó· ·Ú·ÁÔÓÙÔÔÈ‹ÛÔ˘ÌÂ ÌÈ· ·Ú¿ÛÙ·ÛË
Ô˘ Â›Ó·È ‰È·ÊÔÚ¿ ‹ ¿ıÚÔÈÛÌ· Î‡‚ˆÓ, .¯.

x3 – 64 = x 3 – 43 = (x – 4) (x 2 + x � 4 + 42) = (x – 4) (x 2 + 4x + 16)

y 3 + 27 = y 3 + 33 = (y + 3) (y 2 – y � 3 + 32) = (y + 3) (y 2 – 3y + 9)

N· ·Ú·ÁÔÓÙÔÔÈËıÔ‡Ó ÔÈ ·Ú·ÛÙ¿ÛÂÈ˜: ·) x3 – 27 ‚) x3 + 64 Á) 8·3 – ‚3

·) x3 – 27 = x3 – 33 = (x – 3)(x2 + x � 3 + 32) =
= (x – 3)(x2 + 3x + 9)

‚) x3 + 64= x3 + 43 = (x + 4)(x2 – x � 4 + 42) =
= (x + 4)(x2 – 4x + 16)

Á) 8·3 – ‚3 = (2·)3 – ‚3 = (2· – ‚)�(2·)2 + 2· � ‚ + ‚2� = (2· – ‚)(4·2 + 2·‚ + ‚2)

Â) ∞Ó¿Ù˘ÁÌ· ÙÂÙÚ·ÁÒÓÔ˘
√È Ù·˘ÙfiÙËÙÂ˜ (· + ‚)2 = ·2 + 2·‚ + ‚2 Î·È (· – ‚)2 = ·2 – 2·‚ + ‚2 ÁÚ¿ÊÔÓÙ·È Î·È ˆ˜ ÂÍ‹˜:

™‡ÌÊˆÓ· ÌÂ ÙÈ˜ Ù·˘ÙfiÙËÙÂ˜ ·˘Ù¤˜, ÌÔÚÔ‡ÌÂ Ó· ·Ú·ÁÔÓÙÔÔÈ‹ÛÔ˘ÌÂ ÌÈ· ·Ú¿ÛÙ·ÛË Ô˘
Â›Ó·È ·Ó¿Ù˘ÁÌ· ÙÂÙÚ·ÁÒÓÔ˘ (Ù¤ÏÂÈÔ ÙÂÙÚ¿ÁˆÓÔ), .¯.

x2 + 4x + 4 = x2 + 2 � x � 2 + 22 = (x + 2)2

y 2 – 6y + 9 = y2 – 2 � y � 3 + 32 = (y – 3)2

N· ·Ú·ÁÔÓÙÔÔÈËıÔ‡Ó ÔÈ ·Ú·ÛÙ¿ÛÂÈ˜:
·) 4·2 + 12· + 9 ‚) ·2 – 10·‚ + 25‚2 Á) –4y2 + 4y – 1

·) 4·2 + 12· + 9 = (2·)2 + 2 � 2· � 3 + 32 = (2· + 3)2

Λύση

Παραδείγìατα

·2 – 2·‚ + ‚2 = (· – ‚)2·2 + 2·‚ + ‚2 = (· + ‚)2

Λύση

Παραδείγìατα

·3 + ‚3 = (· + ‚)(·2 – ·‚ + ‚2)·3 – ‚3 = (· – ‚)(·2 + ·‚ + ‚2)
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°È· Ó· Û¯ËÌ·Ù›ÛÔ˘ÌÂ
‰È·ÊÔÚ¿ ‹ ¿ıÚÔÈÛÌ· Î‡‚ˆÓ
ÂÎÊÚ¿˙Ô˘ÌÂ Î¿ıÂ fiÚÔ ˆ˜
Î‡‚Ô ÌÈ·˜ ·Ú¿ÛÙ·ÛË˜.

OÈ ·Ú·ÛÙ¿ÛÂÈ˜ (x + 2)2 Î·È
(y – 3)2 Â›Ó·È ÁÈÓfiÌÂÓ·

·Ú·ÁfiÓÙˆÓ, ·ÊÔ‡
(x + 2)2 = (x + 2)(x + 2) Î·È
(y – 3)2 = (y – 3)( y – 3)



‚) ·2 – 10·‚ + 25‚2 = ·2 – 2 � · � 5‚ + (5‚)2 =
= (· – 5‚)2

Á) –4y2 + 4y – 1= –(4y2 – 4y + 1) =
= –�(2y)2 – 2 � 2y � 1 + 12� =
= –(2y – 1)2

ÛÙ) ¶·Ú·ÁÔÓÙÔÔ›ËÛË ÙÚÈˆÓ‡ÌÔ˘ ÙË˜ ÌÔÚÊ‹˜ x2 + (· + ‚)x + ·‚
ΔÔ ·Ó¿Ù˘ÁÌ· ÙÔ˘ ÁÈÓÔÌ¤ÓÔ˘ (x + ·)(x + ‚) Â›Ó·È ÙÔ ÙÚÈÒÓ˘ÌÔ x2 + (· + ‚)x + ·‚, ·ÊÔ‡

(x + ·)(x + ‚) = x2 + ·x + ‚x + ·‚ = x2+ (· + ‚)x + ·‚.
∂ÔÌ¤Óˆ˜, ¤Ó· ÙÚÈÒÓ˘ÌÔ ÙË˜ ÌÔÚÊ‹˜ x2 + (· + ‚)x + ·‚

·Ú·ÁÔÓÙÔÔÈÂ›Ù·È Û‡ÌÊˆÓ· ÌÂ ÙÔÓ Ù‡Ô 

°È· ·Ú¿‰ÂÈÁÌ·, ÁÈ· Ó· ·Ú·ÁÔÓÙÔÔÈ‹ÛÔ˘ÌÂ ÙÔ ÙÚÈÒÓ˘ÌÔ x2 + 8x + 12 ·Ó·˙ËÙÔ‡ÌÂ ‰‡Ô
·ÚÈıÌÔ‡˜ ÌÂ ÁÈÓfiÌÂÓÔ 12 (ÛÙ·ıÂÚfi˜ fiÚÔ˜) Î·È ¿ıÚÔÈÛÌ· 8 (Û˘ÓÙÂÏÂÛÙ‹˜ ÙÔ˘ x).
Y¿Ú¯Ô˘Ó ÔÏÏ¿ ˙Â˘Á¿ÚÈ· ·ÚÈıÌÒÓ Ô˘ ¤¯Ô˘Ó ÁÈÓfiÌÂÓÔ 12 (.¯. 1 � 12, 2 � 6, 3 � 4 Î.Ù.Ï.).
ŸÌˆ˜, ÌfiÓÔ ÙÔ ˙Â˘Á¿ÚÈ 2 Î·È 6 ¤¯ÂÈ ¿ıÚÔÈÛÌ· 8. ÕÚ· ¤¯Ô˘ÌÂ:

χ2 + 8χ + 12 = χ2 + (6 + 2)χ + 6 � 2 = (χ + 6)(χ + 2)

N· ·Ú·ÁÔÓÙÔÔÈËıÔ‡Ó Ù· ÙÚÈÒÓ˘Ì·:
·) x2 – 8x + 12 ‚) x2 + 5x – 6 Á) –3y2 + 12y – 9

·) °È· Ó· ·Ú·ÁÔÓÙÔÔÈ‹ÛÔ˘ÌÂ ÙÔ ÙÚÈÒÓ˘ÌÔ x2 – 8x+ 12,
·Ó·˙ËÙÔ‡ÌÂ ‰‡Ô ·ÚÈıÌÔ‡˜ ÌÂ ÁÈÓfiÌÂÓÔ 12 Î·È
¿ıÚÔÈÛÌ· –8. √È ·ÚÈıÌÔ› ·˘ÙÔ› Ú¤ÂÈ Ó· Â›Ó·È
·ÚÓËÙÈÎÔ›, ·ÊÔ‡ ¤¯Ô˘Ó ÁÈÓfiÌÂÓÔ ıÂÙÈÎfi Î·È
¿ıÚÔÈÛÌ· ·ÚÓËÙÈÎfi. ªÂ ‰ÔÎÈÌ¤˜ ‚Ú›ÛÎÔ˘ÌÂ fiÙÈ ÔÈ
·ÚÈıÌÔ› ·˘ÙÔ› Â›Ó·È ÙÔ –2 Î·È ÙÔ –6.
ÕÚ· ¤¯Ô˘ÌÂ   x2 – 8x + 12 = (x – 2)(x – 6)

‚) °È· Ó· ·Ú·ÁÔÓÙÔÔÈ‹ÛÔ˘ÌÂ ÙÔ ÙÚÈÒÓ˘ÌÔ x2 + 5x – 6, ·Ó·˙ËÙÔ‡ÌÂ ‰‡Ô ÂÙÂÚfiÛËÌÔ˘˜
·ÚÈıÌÔ‡˜, Ô˘ ¤¯Ô˘Ó ÁÈÓfiÌÂÓÔ –6 Î·È ¿ıÚÔÈÛÌ· 5.
√È ·ÚÈıÌÔ› ·˘ÙÔ› Â›Ó·È ÙÔ 6 Î·È ÙÔ –1, ÔfiÙÂ ¤¯Ô˘ÌÂ   x2 + 5x – 6 = (x + 6)(x – 1).

Á) °È· Ó· ·Ú·ÁÔÓÙÔÔÈ‹ÛÔ˘ÌÂ ÙÔ ÙÚÈÒÓ˘ÌÔ –3y2 + 12y – 9, ‚Á¿˙Ô˘ÌÂ ÎÔÈÓfi ·Ú¿-
ÁÔÓÙ· ÙÔ –3, ÒÛÙÂ Ô Û˘ÓÙÂÏÂÛÙ‹˜ ÙÔ˘ y2 Ó· Á›ÓÂÈ 1, ÔfiÙÂ ¤¯Ô˘ÌÂ

–3y2 + 12y – 9 = –3(y2 – 4y + 3)
°È· ÙËÓ ·Ú·ÁÔÓÙÔÔ›ËÛË ÙÔ˘ ÙÚÈˆÓ‡ÌÔ˘ y2 – 4y + 3, ·Ó·˙ËÙÔ‡ÌÂ ‰‡Ô ·ÚÈıÌÔ‡˜
ÌÂ ÁÈÓfiÌÂÓÔ 3 Î·È ¿ıÚÔÈÛÌ· –4. √È ·ÚÈıÌÔ› ·˘ÙÔ› Â›Ó·È ÙÔ –3 Î·È ÙÔ –1, ÔfiÙÂ
¤¯Ô˘ÌÂ    –3y2 + 12y – 9 = –3(y2 – 4y + 3) = –3(y – 3)(y – 1).

Λύση

Παραδείγìατα

x2 + (· + ‚)x + ·‚ = (x + ·)(x + ‚)
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°Ú¿ÊÔ˘ÌÂ Î¿ıÂ ·Ú¿ÛÙ·ÛË ˆ˜
·Ó¿Ù˘ÁÌ· ÙÂÙÚ·ÁÒÓÔ˘ ÙË˜

ÌÔÚÊ‹˜
·2 + 2·‚ + ‚2 ‹ ·2 – 2·‚ + ‚2

(–2)+(– 6)

↑
x2 – 8x + 12 = (x – 2)(x – 6)

↓
(–2)�(– 6)



·) ¡· ·Ú·ÁÔÓÙÔÔÈËıÂ› Ë ·Ú¿ÛÙ·ÛË 3x2 – 18x.
‚) ¡· Ï˘ıÂ› Ë ÂÍ›ÛˆÛË 3x2 = 18x.

Λύση
·) H ·Ú¿ÛÙ·ÛË 3x2 – 18x ·Ú·ÁÔÓÙÔÔÈÂ›Ù·È ˆ˜ ÂÍ‹˜: 3x2 – 18x = 3x(x – 6).

‚) ∏ ÂÍ›ÛˆÛË 3x2 = 18x ÁÚ¿ÊÂÙ·È 3x2 – 18x = 0 Î·È Û‡ÌÊˆÓ· ÌÂ ÙÔ ÚÔËÁÔ‡ÌÂÓÔ
ÂÚÒÙËÌ· ¤¯Ô˘ÌÂ 3x(x – 6) = 0. °È· Ó· Â›Ó·È ÙÔ ÁÈÓfiÌÂÓÔ 3x(x – 6) ›ÛÔ ÌÂ ÙÔ
ÌË‰¤Ó, Ú¤ÂÈ 3x = 0 ‹ x – 6 = 0, ‰ËÏ·‰‹ x = 0 ‹ x = 6.

AÓ ÙÔÔıÂÙ‹ÛÔ˘ÌÂ Î·Ù¿ÏÏËÏ· Ù· Ù¤ÛÛÂÚ· Û¯‹Ì·Ù·,
Û¯ËÌ·Ù›˙Ô˘ÌÂ ¤Ó· ÔÚıÔÁÒÓÈÔ.
¡· ‚ÚÂıÔ‡Ó ÔÈ ‰È·ÛÙ¿ÛÂÈ˜ ÙÔ˘ ÔÚıÔÁˆÓ›Ô˘.

Λύση
ΔÔ ÔÚıÔÁÒÓÈÔ Ô˘ ı· Û¯ËÌ·ÙÈÛÙÂ› ı· ¤¯ÂÈ ÂÌ‚·‰fiÓ ∂, ›ÛÔ ÌÂ
ÙÔ ¿ıÚÔÈÛÌ· ÙˆÓ ÂÌ‚·‰ÒÓ ÙˆÓ ÙÂÛÛ¿ÚˆÓ Û¯ËÌ¿ÙˆÓ,
‰ËÏ·‰‹, ∂ = x � 1 + y � 1 + xy + 1 � 1 = x + y + xy + 1.
ŸÌˆ˜, x + y + xy + 1=(x + xy) + (y + 1) =

= x(1 + y) + (1 + y) = (1 + y)(x + 1).
ÕÚ·, ÔÈ ‰È·ÛÙ¿ÛÂÈ˜ ÙÔ˘ ÔÚıÔÁˆÓ›Ô˘ Â›Ó·È 1 + y Î·È 1 + x.

¡· ˘ÔÏÔÁÈÛÙÔ‡Ó ÔÈ ·ÚÈıÌËÙÈÎ¤˜ ·Ú·ÛÙ¿ÛÂÈ˜ ¯ˆÚ›˜ Ó· ¯ÚËÛÈÌÔÔÈËıÂ› ˘ÔÏÔÁÈÛÙ‹˜
ÙÛ¤Ë˜:
·) 786 � 45 + 786 � 55 ‚) 20052 – 19952 Á) 565 � 499 + 565 � 66 – 4352.

Λύση
·) 786 � 45 + 786 � 55 = 786(45 + 55) = 786 � 100 = 78600
‚) 20052 – 19952 = (2005 – 1995)(2005 + 1995) = 10 � 4000 = 40000
Á) 565 � 499 + 565 � 66 – 4352 = 565(499 + 66) – 4352 = 5652 – 4352 =

(565 – 435)(565 + 435) = 130 � 1000 = 130000

¡· ·Ó·Ï˘ıÔ‡Ó ÛÂ ÁÈÓfiÌÂÓÔ ·Ú·ÁfiÓÙˆÓ ÔÈ ·Ú·ÛÙ¿ÛÂÈ˜:
·) 3x2 y – 12y3 ‚) 5x2 y + 10x2 + 5xy + 10x Á) x4 – 16y4

‰) 16·3‚ – 54‚ Â) x2 – 4x + 4 – y2 ÛÙ) 3x3 + 12x2 – 15x
Λύση

·) 3x2y – 12y 3 = 3y(x2 – 4y2) = 3y �x2 – (2y)2� = 3y(x – 2y)(x + 2y)

‚) 5x2y + 10x2 + 5xy + 10x = 5x(xy + 2x + y + 2) = 5x�y(x + 1) + 2(x + 1)� =
= 5x(x + 1)(y + 2)

4

3

2

1
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Á) x4 – 16y4 = (x2)2 – (4y2)2 = (x2 + 4y2)(x2 – 4y2) = (x2 + 4y2) �x2 – (2y)2� =
= (x2 + 4y2)(x – 2y)(x + 2y)

‰) 16·3‚ – 54‚ = 2‚(8·3 – 27) = 2‚�(2·)3 – 33� = 2‚(2· – 3)(4·2 + 6· + 9)

Â) x2 – 4x + 4 – y2 = (x2 – 2 � x � 2 + 22) – y2 = (x – 2)2 – y2 = (x – 2 + y)(x – 2 – y).

ÛÙ) 3x3 + 12x2 – 15x = 3x(x2 + 4x – 5)

To ÙÚÈÒÓ˘ÌÔ x2 + 4x – 5 ·Ú·ÁÔÓÙÔÔÈÂ›Ù·È, ÂÊfiÛÔÓ ˘¿Ú¯Ô˘Ó ·ÚÈıÌÔ› ÌÂ ÁÈÓfiÌÂÓÔ –5
Î·È ¿ıÚÔÈÛÌ· 4, Ô˘ Â›Ó·È ÔÈ 5 Î·È –1.
ÕÚ·, 3x2 + 12x2 – 15x = 3x(x2 + 4x – 5) = 3x(x + 5)(x – 1).

¶ÔÈÂ˜ ·fi ÙÈ˜ ·Ú·Î¿Ùˆ ·Ú·ÛÙ¿ÛÂÈ˜ Â›Ó·È ÁÈÓfiÌÂÓÔ ·Ú·ÁfiÓÙˆÓ;
·) 2(x – y)(x + y) ‚) 2 + (x – y)(x + y) Á) 4(· – ‚)2 ‰) 4 + (· – ‚)2

Â) (x + 2y)x – y ÛÙ) (x + 2y)(x – y) ˙) (· + ‚)(· + 3‚)
Ë) (· + ‚)(· + 3‚) + 1.

¡· Û˘ÌÏËÚÒÛÂÙÂ Ù· ÎÂÓ¿ ÛÙÈ˜ ·Ú·Î¿Ùˆ ÈÛfiÙËÙÂ˜.
·) 8x + 16 = 8(.............) ‚) 3·y – y2 = y(.............)
Á) 6x2 + 12x = .............(x + 2) ‰) –4x2 + 8x = –4x(.............)
Â) ��2x + ��2 = ��2(.............) ÛÙ) (x – 1)2 – (x – 1) = (x – 1)(.............)

¡· ÂÈÏ¤ÍÂÙÂ ÙË ÛˆÛÙ‹ ·¿ÓÙËÛË.
∏ ·Ú¿ÛÙ·ÛË 3x3 + 3x2 + x + 1 ·Ú·ÁÔÓÙÔÔÈÂ›Ù·È ˆ˜ ÂÍ‹˜:
·) 3x2(x + 1) ‚) (x + 3)(3x2 – 1) Á) (x + 1)(3x2 + 1) ‰) x(3x2 + x + 1).

¡· ¯·Ú·ÎÙËÚ›ÛÂÙÂ ÙÈ˜ ·Ú·Î¿Ùˆ ÈÛfiÙËÙÂ˜ ÌÂ (™), ·Ó Â›Ó·È ÛˆÛÙ¤˜ ‹ ÌÂ (§), ·Ó Â›Ó·È
Ï·Óı·ÛÌ¤ÓÂ˜.
·) x2 – 22 = (x – 2)(x + 2) ‚) x2 – 9 = (x – 9)(x + 9)
Á) 1122 – 122 = 100 � 124 ‰) 4y2 – 1 = (4y – 1)(4y + 1)
Â) 4x2 – ·2 = (2x – ·)(2x + ·) ÛÙ) ·2 – (‚ – 1)2 = (· + ‚ – 1)(· – ‚ – 1)

∞Ó ÈÛ¯˘ÚÈÛÙÔ‡ÌÂ fiÙÈ ÙÔ ÂÌ‚·‰fiÓ ÙÔ˘ Ú¿ÛÈÓÔ˘ Ì¤ÚÔ˘˜
Â›Ó·È (x – y)(x + y), ·˘Ùfi Â›Ó·È ÛˆÛÙfi ‹ Ï¿ıÔ˜;
¡· ·ÈÙÈÔÏÔÁ‹ÛÂÙÂ ÙËÓ ·¿ÓÙËÛ‹ Û·˜.

¡· Û˘ÌÏËÚÒÛÂÙÂ Ù· ÎÂÓ¿ ÛÙÈ˜ ·Ú·Î¿Ùˆ ÈÛfiÙËÙÂ˜.
·) ·3 – 23 = (· – 2)(................................)
‚) ·3 + 33 = (· + 3)(................................)
Á) (2x)3 – 1 = (2x – 1)(................................)
‰) 1 + (5y)3 = (1 + 5y)(...............................)

6

5

4

3

2

1
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x

x
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¡· ¯·Ú·ÎÙËÚ›ÛÂÙÂ ÙÈ˜ ·Ú·Î¿Ùˆ ÈÛfiÙËÙÂ˜ ÌÂ (™), ·Ó Â›Ó·È ÛˆÛÙ¤˜ ‹ ÌÂ (§), ·Ó Â›Ó·È
Ï·Óı·ÛÌ¤ÓÂ˜.
·) x3 – 53 = (x – 5)(x2 – 5x + 25)
‚) 8 + ·3 = (2 + ·)(22 – 2· + ·2)
Á) (3y)3 + 1 = (3y + 1)(3y2 – 3y + 1)
‰) 1 – (2‚)3 = (1 – 2‚)(1 + 2‚ + 4‚2)

¡· Û˘ÌÏËÚÒÛÂÙÂ Ù· ÎÂÓ¿ ÛÙÈ˜ ·Ú·Î¿Ùˆ ÈÛfiÙËÙÂ˜.
·) x2 + 6x + 9 = (.............)2 ‚) 4·2 – 4· + 1 = (.............)2

Á) y4 – 2y2 + 1 = (.............)2 ‰) 25 + 10x3 + x6 = (.............)2

¡· ÂÈÏ¤ÍÂÙÂ ÙË ÛˆÛÙ‹ ·¿ÓÙËÛË
√ Î‡ÎÏÔ˜ ÂÌ‚·‰Ô‡ ·2 + 2· + , ÌÂ · > 0, ¤¯ÂÈ ·ÎÙ›Ó·

·) · + 2 ‚) ·2 + 1 Á) · + 1 ‰) (· + 1)

¡· Û˘ÌÏËÚÒÛÂÙÂ ÙÔÓ ›Ó·Î·.

¡· Û˘ÌÏËÚÒÛÂÙÂ Ù· ÎÂÓ¿ ÛÙÈ˜ ·Ú·Î¿Ùˆ ÈÛfiÙËÙÂ˜.
·) x2 + (· + 2)x + 2· = (x + .....) � (x + .....)

‚) x2 + (��2 + ��3 )x + ��6 = (x + .....) � (x + .....)

N· ·Ú·ÁÔÓÙÔÔÈ‹ÛÂÙÂ ÙÈ˜ ·Ú·ÛÙ¿ÛÂÈ˜:
·) 3· + 6‚ ‚) 2x – 8 Á) 8ˆ2 + 6ˆ
‰) –9x2 – 6x Â) 8·2‚ + 4·‚2 ÛÙ) 2x2 – 2xy + 2x
˙) ·2‚ + ·‚2 – ·‚ Ë) 2·3 – 4·2 + 6·2‚ ı) ��2 xy – ��18 y + ��8 y2

N· ·Ú·ÁÔÓÙÔÔÈ‹ÛÂÙÂ ÙÈ˜ ·Ú·ÛÙ¿ÛÂÈ˜:
·) x(· – ‚) + y(· – ‚) ‚) ·(x + y) + ‚(x + y) Á) (3x – 1)(x – 2) – (x + 4)(x – 2)
‰) ·2(· – 2) – 3(2 – ·) Â) 4x(x – 1) – x + 1 ÛÙ) 2x2(x – 3) – 6x(x – 3)2

2

1
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x2 + x – 2

x2 – x  – 2

x2 + 5x + 6

x2 + 5x – 6

x2 – 3x + 2

x2 + 3x + 2

(x  + ·)(x  + ‚)‚·· + ‚·‚x2 + (· + ‚)x  + ·‚

10

9

8

7
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i) ¡· ·Ú·ÁÔÓÙÔÔÈ‹ÛÂÙÂ ÙÈ˜ ·Ú·ÛÙ¿ÛÂÈ˜:
·) x2 + x ‚) 2y2 – 5y Á) ˆ(ˆ – 3) – 2(3 – ˆ) ‰) ·(3· + 1) – 4·

ii) ¡· ÂÈÏ‡ÛÂÙÂ ÙÈ˜ ÂÍÈÛÒÛÂÈ˜:
·) x2 + x = 0 ‚) 2y2 = 5y Á) ˆ(ˆ – 3) – 2(3 – ˆ) = 0 ‰) ·(3· + 1) = 4·

¡· ·Ú·ÁÔÓÙÔÔÈ‹ÛÂÙÂ ÙÈ˜ ·Ú·ÛÙ¿ÛÂÈ˜:
·) x2 + xy + ·x + ·y ‚) x3 – x2 + x – 1 Á) x3 – 5x2 + 4x – 20
‰) 2x3 – 3x2 + 4x – 6 Â) 4x2 – 8x – ·x + 2· ÛÙ) 9·‚ – 18‚2 + 10‚ – 5·
˙) 12x2 – 8xy – 15x + 10y Ë) x3 + ��2 x2 + x + ��2 ı) ��6x2 + 2��2x – ��3x – 2

¡· ·Ú·ÁÔÓÙÔÔÈ‹ÛÂÙÂ ÙÈ˜ ·Ú·ÛÙ¿ÛÂÈ˜:
·) 7·2 + 10·‚ + 3‚2 ‚) 5x2 – 8xy + 3y2 Á) 3x2 – xy – 2y2

·) ¡· ·Ó·Ï‡ÛÂÙÂ ÛÂ ÁÈÓfiÌÂÓÔ ·Ú·ÁfiÓÙˆÓ ÙËÓ ·Ú¿ÛÙ·ÛË ·2‚ + ·‚2 – · – ‚.
‚) ∞Ó ÁÈ· ÙÔ˘˜ ·ÚÈıÌÔ‡˜ ·, ‚ ÈÛ¯‡ÂÈ ·2‚ + ·‚2 = · + ‚, Ó· ·Ô‰Â›ÍÂÙÂ fiÙÈ ÔÈ ·ÚÈıÌÔ›

·, ‚ Â›Ó·È ·ÓÙ›ıÂÙÔÈ ‹ ·ÓÙ›ÛÙÚÔÊÔÈ.

¡· ·Ú·ÁÔÓÙÔÔÈ‹ÛÂÙÂ ÙÈ˜ ·Ú·ÛÙ¿ÛÂÈ˜:
·) 2·2 – 2· + ·‚ – ‚ + ·x – x ‚) 2·‚ – 4‚ + 5· – 10 + 2·Á – 4Á

¡· ·Ú·ÁÔÓÙÔÔÈ‹ÛÂÙÂ ÙÈ˜ ·Ú·ÛÙ¿ÛÂÈ˜:
·) x2 – 9 ‚) 16x2 – 1 Á) ·2 – 9‚2

‰) ·2‚2 – 4 Â) 36ˆ2 – (ˆ + 5)2 ÛÙ) 4(x + 1)2 – 9(x – 2)2

˙) – 16 Ë) x2 – 3 ı) x2 – 2y2

¡· ·Ú·ÁÔÓÙÔÔÈ‹ÛÂÙÂ ÙÈ˜ ·Ú·ÛÙ¿ÛÂÈ˜:
·) 2x2 – 32 ‚) 28 – 7y2 Á) 2x3 – 2x ‰) 5·x2 – 80· Â) 2(x – 1)2 – 8

™ÙÔ ÔÚıÔÁÒÓÈÔ ÙÚ›ÁˆÓÔ ∞μ° Ó· ˘ÔÏÔÁ›ÛÂÙÂ ÙËÓ
ÏÂ˘Ú¿ Á, fiÙ·Ó:
·) · = 53, ‚ = 28 ‚) · = 0,37, ‚ = 0,12
Á) · = 26Ï, ‚ = 10Ï

¡· ÂÈÏ‡ÛÂÙÂ ÙÈ˜ ÂÍÈÛÒÛÂÈ˜:
·) x2 – 49 = 0 ‚) 9x3 – 4x = 0 Á) x(x + 1)2 = 4x ‰) (x + 2)3 = x + 2

¡· ·Ú·ÁÔÓÙÔÔÈ‹ÛÂÙÂ ÙÈ˜ ·Ú·ÛÙ¿ÛÂÈ˜:
·) x3 – 27 ‚) y3 + 8 Á) ˆ3 + 64 ‰) 8x3 – 1 Â) 27y3 + 1

¡· ·Ú·ÁÔÓÙÔÔÈ‹ÛÂÙÂ ÙÈ˜ ·Ú·ÛÙ¿ÛÂÈ˜:
·) 3x3 – 24 ‚) 16·4 + 2· Á) R3 – Ú3 ‰) ·4‚ + ·‚4

¡· Û˘ÌÏËÚÒÛÂÙÂ ÙÈ˜ ÈÛfiÙËÙÂ˜:
·) x3 – ..... = (x – 3)(..... + ..... + 9) ‚) ..... + y3 = (2x + y)(4x2 – ..... + .....)
Á) ·3 – ..... = (· – 2‚)(..... + ..... + 4‚2) ‰) ·3 + ..... = (· + 5‚)(..... – ..... + 25‚2)
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1.6 ¶·Ú·ÁÔÓÙÔÔ›ËÛË ·ÏÁÂ‚ÚÈÎÒÓ Î·Ù·ÛÙ¿ÛÂˆÓ

∞ μ
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¡· ·Ú·ÁÔÓÙÔÔÈ‹ÛÂÙÂ ÙÈ˜ ·Ú·ÛÙ¿ÛÂÈ˜:
·) x2 – 2x + 1 ‚) y2 + 4y + 4 Á) ˆ2 – 6ˆ + 9 ‰) ·2 + 10· + 25
Â) 1 – 4‚ + 4‚2 ÛÙ) 9x4 + 6x2 + 1 ˙) 4y2 – 12y + 9 Ë) 16x2 + 8xy + y2

ı) 25·2 – 10·‚ + ‚2 È) (· + ‚)2 – 2(· + ‚) + 1 È·) – 2y +9 È‚) x2 + x + 

¡· ·Ú·ÁÔÓÙÔÔÈ‹ÛÂÙÂ ÙÈ˜ ·Ú·ÛÙ¿ÛÂÈ˜:
·) 3x2 + 24x + 48 ‚) –y2 + 4y – 4 Á) 2·2 – 8·‚ + 8‚2 ‰) 4·3 + 12·2 + 9·

¡· ‚ÚÂ›ÙÂ:
·) ŒÓ· ÔÏ˘ÒÓ˘ÌÔ Ô˘ Ó· ÂÎÊÚ¿˙ÂÈ ÙÔ

ÂÌ‚·‰fiÓ ÙÔ˘ ‰ÈÏ·ÓÔ‡ Û¯‹Ì·ÙÔ˜.
‚) ΔËÓ ÏÂ˘Ú¿ ÂÓfi˜ ÙÂÙÚ·ÁÒÓÔ˘ Ô˘

¤¯ÂÈ ÂÌ‚·‰fiÓ ›ÛÔ ÌÂ ÙÔ ÂÌ‚·‰fiÓ ÙÔ˘
‰ÈÏ·ÓÔ‡ Û¯‹Ì·ÙÔ˜.

¡· ‚ÚÂ›ÙÂ ÙËÓ ÏÂ˘Ú¿ ÂÓfi˜ ÙÂÙÚ·ÁÒÓÔ˘, Ô˘ ¤¯ÂÈ
ÂÌ‚·‰fiÓ ›ÛÔ ÌÂ ÙÔ ÂÌ‚·‰fiÓ ÙÔ˘ ÙÂÙÚ·ÏÂ‡ÚÔ˘
∞μ°¢.

¡· ·Ú·ÁÔÓÙÔÔÈ‹ÛÂÙÂ Ù· ÙÚÈÒÓ˘Ì·:
·) x2 + 3x + 2 ‚) y2 – 4y + 3 Á) ˆ2 + 5ˆ + 6 ‰) ·2 + 6· + 5
Â) x2 – 7x + 12 ÛÙ) y2 – y – 12 ˙) ˆ2 – 9ˆ + 18 Ë) ·2 + 3· – 10

¡· ·Ú·ÁÔÓÙÔÔÈ‹ÛÂÙÂ Ù· ÙÚÈÒÓ˘Ì·:
·) x2 + (2 + ��3)x + 2��3 ‚) x2 + (2· + 3‚)x + 6·‚ Á) x2 + (3 – ��2)x – 3��2

¡· ·Ú·ÁÔÓÙÔÔÈ‹ÛÂÙÂ ÙÈ˜ ·Ú·ÛÙ¿ÛÂÈ˜:
·) 2ˆ2 + 10ˆ + 8 ‚) 3·2 – 12· – 15 Á) ·x2 – 7·x + 6·

¡· ˘ÔÏÔÁ›ÛÂÙÂ ÙÈ˜ ·ÚÈıÌËÙÈÎ¤˜ ·Ú·ÛÙ¿ÛÂÈ˜ ¯ˆÚ›˜ Ó· ¯ÚËÛÈÌÔÔÈ‹ÛÂÙÂ ˘ÔÏÔ-
ÁÈÛÙ‹ ÙÛ¤Ë˜.
·) 1453 � 1821 – 1453 � 821 ‚) 8012 + 199 � 801 Á) 9982 – 4
‰) 999 � 1001 + 1 Â) 9992 + 2 � 999 + 1 ÛÙ) 972 + 6 � 97 + 9

¡· ·Ú·ÁÔÓÙÔÔÈ‹ÛÂÙÂ ÙÈ˜ ·Ú·ÛÙ¿ÛÂÈ˜:
·) x2y2 – 4y2 – x2 + 4 ‚) x4 – 1 + x3 – x Á) x3(x2 – 1) + 1 – x2

‰) (x2 + 9)2 – 36x2 Â) ·2 – 2·‚ + ‚2 – · + ‚ ÛÙ) x2 – 2xy + y2 – ˆ2

˙) 1 – ·2 + 2·‚ – ‚2 Ë) y2 – x2 – 10y + 25 ı) 2(x–1)(x2–4)–5(x–1)(x–2)2

È) (y2 – 4)2 – (y + 2)2 È·) (·2 + ‚2 – Á2)2–4·2‚2 È‚) (x2+9)(·2+4) – (·x+6)2

EÓfi˜ ÔÚıÔÁˆÓ›Ô˘ ÔÈÎÔ¤‰Ô˘ ÔÈ ‰È·ÛÙ¿ÛÂÈ˜ x, y
ÌÂÈÒıËÎ·Ó, ÂÂÈ‰‹ ¤ÚÂÂ Ó· ·˘ÍËıÂ› ÙÔ Ï¿ÙÔ˜
ÙˆÓ ‰ÈÏ·ÓÒÓ ‰ÚfiÌˆÓ. ∞Ó ÙÔ ÂÌ‚·‰fiÓ ÙÔ˘
ÔÈÎÔ¤‰Ô˘ Ô˘ ·¤ÌÂÈÓÂ Â›Ó·È xy – x – 2y + 2,
Ó· ‚ÚÂ›ÙÂ ÔÈ· ı· ÌÔÚÔ‡ÛÂ Ó· Â›Ó·È Ë ÌÂ›ˆÛË
Î¿ıÂ ‰È¿ÛÙ·Û‹˜ ÙÔ˘.
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✔ Μαθαίνω να βρίσκω το πηλίκο και το υπόλοιπο της
διαίρεσης ενός πολυωνύμου Δ(x) με το πολυώνυμο δ(x).

✔ Μαθαίνω να γράφω την ταυτότητα της Ευκλείδειας διαίρεσης
του Δ(x) με το δ(x).

1. AÓ ÙÔÔıÂÙ‹ÛÔ˘ÌÂ ÛÂ ÌÈ· ·›ıÔ˘Û· 325 Î·ı›ÛÌ·Ù· ÛÂ ÛÂÈÚ¤˜ Î·È Î¿ıÂ ÛÂÈÚ¿ ÂÚÈ¤¯ÂÈ
19 Î·ı›ÛÌ·Ù·, fiÛÂ˜ ÛÂÈÚ¤˜ ı· Û¯ËÌ·Ù›ÛÔ˘ÌÂ Î·È fiÛ· Î·ı›ÛÌ·Ù· ı· ÂÚÈÛÛ¤„Ô˘Ó;
¡· ÁÚ¿„ÂÙÂ ÙËÓ ÈÛfiÙËÙ· ÙË˜ ∂˘ÎÏÂ›‰ÂÈ·˜ ‰È·›ÚÂÛË˜.

2. ¡· ‚ÚÂ›ÙÂ ÙÔ ÔÏ˘ÒÓ˘ÌÔ ¢(x) ÙÔ ÔÔ›Ô ‰È·ÈÚÔ‡ÌÂÓÔ ÌÂ ÙÔ ÔÏ˘ÒÓ˘ÌÔ ‰(x) = x2 – x,
‰›ÓÂÈ ËÏ›ÎÔ (x) = 2x2 – 3x – 1 Î·È ˘fiÏÔÈÔ ˘(x) = 7x – 4.

•¤ÚÔ˘ÌÂ fiÙÈ, ·Ó ¤¯Ô˘ÌÂ ‰‡Ô Ê˘ÛÈÎÔ‡˜ ·ÚÈıÌÔ‡˜ ¢ (‰È·ÈÚÂÙ¤Ô˜) Î·È ‰ (‰È·ÈÚ¤ÙË˜) ÌÂ
‰ � 0 Î·È Î¿ÓÔ˘ÌÂ ÙË ‰È·›ÚÂÛË ¢ : ‰, ÙfiÙÂ ‚Ú›ÛÎÔ˘ÌÂ ‰‡Ô ÌÔÓ·‰ÈÎÔ‡˜ Ê˘ÛÈÎÔ‡˜ ·ÚÈıÌÔ‡˜
 (ËÏ›ÎÔ) Î·È ˘ (˘fiÏÔÈÔ), ÁÈ· ÙÔ˘˜ ÔÔ›Ô˘˜ ÈÛ¯‡ÂÈ:

∞Ó   ˘ = 0, Â›Ó·È  ¢ = ‰ �  Î·È ÙfiÙÂ Ï¤ÌÂ fiÙÈ ¤¯Ô˘ÌÂ Ù¤ÏÂÈ· ‰È·›ÚÂÛË.
™ÙËÓ ÂÚ›ÙˆÛË ·˘Ù‹ Ï¤ÌÂ ·ÎfiÌ· fiÙÈ Ô ‰ ‰È·ÈÚÂ› ÙÔ ¢ ‹ fiÙÈ Ô ‰ Â›Ó·È ·Ú¿ÁÔÓÙ·˜ ÙÔ˘ ¢.

°È· ·Ú¿‰ÂÈÁÌ·, ·Ó ¢ = 325 Î·È ‰ = 19, ÙfiÙÂ ÌÂ ÙË ‰È·›ÚÂÛË
325 : 19, ‚Ú›ÛÎÔ˘ÌÂ ÙÔ˘˜ ·ÚÈıÌÔ‡˜  = 17 Î·È ˘ = 2, ÁÈ· ÙÔ˘˜
ÔÔ›Ô˘˜ ÈÛ¯‡ÂÈ

325 = 19 � 17 + 2    ÌÂ    2 < 19

√ÌÔ›ˆ˜, ·Ó ¤¯Ô˘ÌÂ ‰‡Ô ÔÏ˘ÒÓ˘Ì· ¢(x) (‰È·ÈÚÂÙ¤Ô˜) Î·È ‰(x) (‰È·ÈÚ¤ÙË˜) ÌÂ ‰(x)�0 Î·È
Î¿ÓÔ˘ÌÂ ÙË ‰È·›ÚÂÛË ¢(x) : ‰(x), ÙfiÙÂ ‚Ú›ÛÎÔ˘ÌÂ ¤Ó· ÌÔÓ·‰ÈÎfi ˙Â‡ÁÔ˜ ÔÏ˘ˆÓ‡ÌˆÓ
(x) (ËÏ›ÎÔ) Î·È ˘(x) (˘fiÏÔÈÔ), ÁÈ· Ù· ÔÔ›· ÈÛ¯‡ÂÈ:

(T·˘ÙfiÙËÙ· ∂˘ÎÏÂ›‰ÂÈ·˜ ‰È·›ÚÂÛË˜)

fiÔ˘ ÙÔ ˘(x) ‹ Â›Ó·È ›ÛÔ ÌÂ ÌË‰¤Ó ‹ ¤¯ÂÈ ‚·ıÌfi ÌÈÎÚfiÙÂÚÔ ·fi ÙÔ ‚·ıÌfi ÙÔ˘ ‰(x).

™ÙÔ ·Ú¿‰ÂÈÁÌ· Ô˘ ·ÎÔÏÔ˘ıÂ›, ÂÚÈÁÚ¿ÊÂÙ·È Ë ‰È·‰ÈÎ·Û›· ÙË˜ ‰È·›ÚÂÛË˜ ÙÔ˘
ÔÏ˘ˆÓ‡ÌÔ˘ ¢(x) = 2x2 – 5x3 + 2x4 – 4 + 8x    ÌÂ ÙÔ ÔÏ˘ÒÓ˘ÌÔ ‰(x) = x2 – x.

¢(x) = ‰(x)(x) + ˘(x)

¢ = ‰ + ˘   ÌÂ   ˘ < ‰

ΔΡΑΣΤΗΡΙΟΤΗΤΑ

¢È·›ÚÂÛË ÔÏ˘ˆÓ‡ÌˆÓ1.7

325 19
–19 17

135
–133

2



™ÙÔ ÚÔËÁÔ‡ÌÂÓÔ ·Ú¿‰ÂÈÁÌ·, Ë Ù·˘ÙfiÙËÙ· ÙË˜ ∂˘ÎÏÂ›‰ÂÈ·˜ ‰È·›ÚÂÛË˜ Â›Ó·È:
2x4 – 5x3 + 2x2 + 8x – 4 = (x2 – x) � (2x2 – 3x – 1) + (7x – 4)

(¢È·ÈÚÂÙ¤Ô˜) = (‰È·ÈÚ¤ÙË˜) � (ËÏ›ÎÔ) + (˘fiÏÔÈÔ)
¶·Ú·ÙËÚÔ‡ÌÂ fiÙÈ ÙÔ ¿ıÚÔÈÛÌ· ÙˆÓ ‚·ıÌÒÓ ‰È·ÈÚ¤ÙË Î·È ËÏ›ÎÔ˘ Â›Ó·È ›ÛÔ ÌÂ ÙÔ ‚·ıÌfi
ÙÔ˘ ‰È·ÈÚÂÙ¤Ô˘.
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°Ú¿ÊÔ˘ÌÂ Ù· ÔÏ˘ÒÓ˘Ì· ÙÔ˘ ‰È·ÈÚÂÙ¤Ô˘ Î·È
ÙÔ˘ ‰È·ÈÚ¤ÙË Î·Ù¿ ÙÈ˜ Êı›ÓÔ˘ÛÂ˜ ‰˘Ó¿ÌÂÈ˜ ÙË˜
ÌÂÙ·‚ÏËÙ‹˜ ÙÔ˘ x.

¢È·ÈÚÔ‡ÌÂ ÙÔÓ ÚÒÙÔ fiÚÔ 2x4 ÙÔ˘ ‰È·ÈÚÂÙ¤Ô˘
ÌÂ ÙÔÓ ÚÒÙÔ fiÚÔ x2 ÙÔ˘ ‰È·ÈÚ¤ÙË ( = 2x2)
To ·ÔÙ¤ÏÂÛÌ· 2x2 Â›Ó·È Ô ÚÒÙÔ˜ fiÚÔ˜ ÙÔ˘
ËÏ›ÎÔ˘.

2x4

x2

2x4 – 5x3 + 2x2 + 8x – 4 x2 – x

2x 4 – 5x3 + 2x2 + 8x – 4 x2 – x
2χ2

¶ÔÏÏ·Ï·ÛÈ¿˙Ô˘ÌÂ ÙÔ 2x2, Ô˘ Â›Ó·È Ô ÚÒÙÔ˜
fiÚÔ˜ ÙÔ˘ ËÏ›ÎÔ˘, ÌÂ ÙÔ ‰È·ÈÚ¤ÙË x2 – x Î·È ÙÔ
ÁÈÓfiÌÂÓÔ 2x2(x2 – x) = 2x4 – 2x3 ÙÔ ·Ê·ÈÚÔ‡ÌÂ
·fi ÙÔ ‰È·ÈÚÂÙ¤Ô. °È· Ó· Á›ÓÔ˘Ó Â˘ÎÔÏfiÙÂÚ· ÔÈ
Ú¿ÍÂÈ˜, ·ÏÏ¿˙Ô˘ÌÂ Ù· ÚfiÛËÌ· Î·È ·ÓÙ› ÁÈ·
·Ê·›ÚÂÛË Î¿ÓÔ˘ÌÂ ÚfiÛıÂÛË Î·È ¤ÙÛÈ ‚Ú›-
ÛÎÔ˘ÌÂ ÙÔ ÚÒÙÔ ÌÂÚÈÎfi ˘fiÏÔÈÔ

˘1 = –3x3 + 2x2 + 8x – 4.

™ÙË Û˘Ó¤¯ÂÈ· ‰È·ÈÚÔ‡ÌÂ ÙÔÓ ÚÒÙÔ fiÚÔ –3x3

ÙÔ˘ ˘ÔÏÔ›Ô˘ ˘1 ÌÂ ÙÔÓ ÚÒÙÔ fiÚÔ x2 ÙÔ˘

‰È·ÈÚ¤ÙË (– = –3x). ΔÔ ·ÔÙ¤ÏÂÛÌ· –3x

Â›Ó·È Ô ‰Â‡ÙÂÚÔ˜ fiÚÔ˜ ÙÔ˘ ËÏ›ÎÔ˘.

3x3

x2

¶ÔÏÏ·Ï·ÛÈ¿˙Ô˘ÌÂ ÙÔ –3x, Ô˘ Â›Ó·È Ô ‰Â‡ÙÂ-
ÚÔ˜ fiÚÔ˜ ÙÔ˘ ËÏ›ÎÔ˘, ÌÂ ÙÔ ‰È·ÈÚ¤ÙË x2 – x Î·È
ÙÔ ÁÈÓfiÌÂÓÔ –3x(x2 – x) = –3x3 + 3x2 ÙÔ ·Ê·È-
ÚÔ‡ÌÂ ·fi ÙÔ ˘fiÏÔÈÔ ˘1 Î·È ‚Ú›ÛÎÔ˘ÌÂ ÙÔ
‰Â‡ÙÂÚÔ ÌÂÚÈÎfi ˘fiÏÔÈÔ ˘2 = –x2 + 8x – 4.

™˘ÓÂ¯›˙Ô˘ÌÂ ÙË ‰È·›ÚÂÛË ÌÂ ÙÔÓ ›‰ÈÔ ÙÚfiÔ
Ì¤¯ÚÈ Ó· Î·Ù·Ï‹ÍÔ˘ÌÂ ÛÂ ˘fiÏÔÈÔ Ô˘ Ó·
Â›Ó·È ›ÛÔ ÌÂ ÌË‰¤Ó (Ù¤ÏÂÈ· ‰È·›ÚÂÛË) ‹ Ó· ¤¯ÂÈ
‚·ıÌfi ÌÈÎÚfiÙÂÚÔ ·fi ÙÔ ‚·ıÌfi ÙÔ˘ ‰È·ÈÚ¤ÙË
x2 – x (·ÙÂÏ‹˜ ‰È·›ÚÂÛË), ÔfiÙÂ Ë ‰È·›ÚÂÛË ‰ÂÓ
ÌÔÚÂ› Ó· Û˘ÓÂ¯ÈÛÙÂ›.

2x4 – 5x3 + 2x2 + 8x – 4 x2 – x
–2x4 + 2x3 2χ2

– 3x3 + 2x2 + 8x – 4

2x 4 – 5x3 + 2x2 + 8x – 4 x2 – x
–2x4 + 2x3 2χ2 – 3χ

–3x3 + 2x2 + 8x – 4

2x 4 – 5x3 + 2x2 + 8x – 4 x2 – x
–2x4 + 2x3 2χ2 – 3χ

– 3x3 +2x2 + 8x – 4
3x3 – 3x2

– x2 + 8x – 4

2x4 – 5x3 + 2x2 + 8x – 4 x2 – x
–2x4 + 2x3 2χ2–3χ–1

– 3x3 + 2x2 + 8x – 4
3x3 – 3x2

– x2 + 8x – 4
χ2 – χ

7χ – 4



√ÌÔ›ˆ˜ Ë ‰È·›ÚÂÛË (8x4 + 8x3 + 17x – 5) : (2x2 + 3x – 1), Á›ÓÂÙ·È ˆ˜ ÂÍ‹˜:

™ÙËÓ ÙÂÏÂ˘Ù·›· ‰È·›ÚÂÛË, fiÔ˘ ÙÔ ˘fiÏÔÈÔ Â›Ó·È ÌË‰¤Ó, Ë Ù·˘ÙfiÙËÙ· ÙË˜ ∂˘ÎÏÂ›‰ÂÈ·˜
‰È·›ÚÂÛË˜ Â›Ó·È:

8x4 + 8x3 + 17x – 5 = (2x2 + 3x – 1)  � (4x2 – 2x + 5)
(¢È·ÈÚÂÙ¤Ô˜) = (‰È·ÈÚ¤ÙË˜)     � (ËÏ›ÎÔ)

T· ÔÏ˘ÒÓ˘Ì· ‰ = 2x2 + 3x – 1 Î·È  = 4x2 – 2x + 5 Ï¤ÁÔÓÙ·È ·Ú¿ÁÔÓÙÂ˜ ‹ ‰È·ÈÚ¤ÙÂ˜
ÙÔ˘ ÔÏ˘ˆÓ‡ÌÔ˘ ¢ = 8x4 + 8x3 + 17x – 5.

ŒÓ· ÔÏ˘ÒÓ˘ÌÔ ‰ Â›Ó·È ‰È·ÈÚ¤ÙË˜ ‹ ·Ú¿ÁÔÓÙ·˜ ÂÓfi˜ ÔÏ˘ˆÓ‡ÌÔ˘ ¢, ·Ó Ë ‰È·›ÚÂÛË
¢ : ‰ Â›Ó·È Ù¤ÏÂÈ·, ‰ËÏ·‰‹ ·Ó ˘¿Ú¯ÂÈ ÔÏ˘ÒÓ˘ÌÔ , Ù¤ÙÔÈÔ ÒÛÙÂ Ó· ÈÛ¯‡ÂÈ ¢ = ‰ � .

·) ¡· Á›ÓÂÈ Ë ‰È·›ÚÂÛË (4x4 + 3x2 – 1) : (2x – 1).
‚) ¡· ·Ó·Ï˘ıÂ› ÙÔ ÔÏ˘ÒÓ˘ÌÔ 4x4 + 3x2 – 1 ÛÂ ÁÈÓfiÌÂÓÔ ÚÒÙˆÓ ·Ú·ÁfiÓÙˆÓ.

Λύση
‚) ∞fi ÙËÓ Ù·˘ÙfiÙËÙ· ÙË˜ ∂˘ÎÏÂ›‰ÂÈ·˜

‰È·›ÚÂÛË˜, ¤¯Ô˘ÌÂ:
4x4+3x2 –1=(2x–1)(2x3+x2+2x+1).
¶·Ú·ÙËÚÔ‡ÌÂ fiÙÈ ÙÔ ËÏ›ÎÔ ÌÔÚÂ›
Ó· ·Ú·ÁÔÓÙÔÔÈËıÂ› ˆ˜ ÂÍ‹˜:

2x3 + x2 + 2x + 1 =
= x2(2x + 1) + (2x + 1) =
= (2x + 1)(x2 + 1).
EÔÌ¤Óˆ˜, ÙÔ ÔÏ˘ÒÓ˘ÌÔ
4x4 + 3x2 – 1 ·Ó·Ï‡ÂÙ·È ÛÂ ÁÈÓfiÌÂÓÔ
ÚÒÙˆÓ ·Ú·ÁfiÓÙˆÓ ˆ˜ ÂÍ‹˜:
4x4 + 3x2 – 1 = (2x – 1)(2x + 1)(x2 + 1).

1
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1.7 ¢È·›ÚÂÛË ÔÏ˘ˆÓ‡ÌˆÓ

∞fi ÙÔ ‰È·ÈÚÂÙ¤Ô ÏÂ›ÂÈ Ô fiÚÔ˜ 2Ô˘ ‚·ıÌÔ‡,
ÔfiÙÂ, fiÙ·Ó ÙÔÓ ÁÚ¿ÊÔ˘ÌÂ Î·Ù¿ ÙÈ˜ Êı›ÓÔ˘-
ÛÂ˜ ‰˘Ó¿ÌÂÈ˜ ÙË˜ ÌÂÙ·‚ÏËÙ‹˜ ÙÔ˘, Û˘Ó‹ıˆ˜
ÙÔÓ Û˘ÌÏËÚÒÓÔ˘ÌÂ ÌÂ ÙÔ ÌË‰ÂÓÈÎfi ÌÔÓÒ-
Ó˘ÌÔ ‹ ·Ê‹ÓÔ˘ÌÂ ÙË ı¤ÛË ÙÔ˘ ÎÂÓ‹ ÁÈ· Ó·
Á›ÓÂÈ Â˘ÎÔÏfiÙÂÚ· Ë ·Ó·ÁˆÁ‹ ÔÌÔ›ˆÓ fiÚˆÓ.

8x4 + 8x3 + 17x – 5 2x2+3x–1
–8x4–12χ3 + 4χ2 4χ2–2χ+5

– 4x3 + 4x2 + 17x – 5
+ 4x3 + 6x2 – 2χ

10χ2 + 15x – 5
–10χ2 – 15x + 5

0

·) 4x4 + 3x2 – 1 2x – 1
–4x4 + 2x3 2x3+x2+2x+1

2x3 + 3x2 – 1
–2x3 +  x2

4x2 – 1
– 4x2 + 2x

2x – 1
–2x+ 1

0



¡· ·Ô‰ÂÈ¯ıÂ› fiÙÈ ÙÔ ÔÏ˘ÒÓ˘ÌÔ ‰ = 3x + 2· Â›Ó·È ‰È·ÈÚ¤ÙË˜ ÙÔ˘ ÔÏ˘ˆÓ‡ÌÔ˘
¢ = 3x3 – 4·x2 – ·2x + 2·3.

Λύση
ΔÔ ÔÏ˘ÒÓ˘ÌÔ ‰ Â›Ó·È ‰È·ÈÚ¤ÙË˜ ÙÔ˘ ÔÏ˘ˆÓ‡ÌÔ˘ ¢, ·Ó ÙÔ ˘fiÏÔÈÔ ÙË˜ ‰È·›ÚÂÛË˜
¢ : ‰ Â›Ó·È ÌË‰¤Ó. ∫¿ÓÔ˘ÌÂ ÙË ‰È·›ÚÂÛË ¢ : ‰.

™‡ÌÊˆÓ· ÌÂ ÙËÓ Ù·˘ÙfiÙËÙ· ÙË˜
∂˘ÎÏÂ›‰ÂÈ·˜ ‰È·›ÚÂÛË˜ ¤¯Ô˘ÌÂ:

3x3 – 4·x2 – ·2x + 2·3 =
= (3x + 2·)(x2 – 2·x + ·2), Ô˘
ÛËÌ·›ÓÂÈ fiÙÈ ÙÔ ÔÏ˘ÒÓ˘ÌÔ 3x + 2·
Â›Ó·È ‰È·ÈÚ¤ÙË˜ ÙÔ˘ ÔÏ˘ˆÓ‡ÌÔ˘

3x3 – 4·x2 – ·2x + 2·3

¡· ÂÈÏ¤ÍÂÙÂ ÙË ÛˆÛÙ‹ ·¿ÓÙËÛË:
i) ΔÔ ˘fiÏÔÈÔ ÙË˜ ‰È·›ÚÂÛË˜ ÂÓfi˜ ÔÏ˘ˆÓ‡ÌÔ˘ ÌÂ ÙÔ 4x + 7 Â›Ó·È ÔÏ˘ÒÓ˘ÌÔ:

·) 1Ô˘ ‚·ıÌÔ‡ ‚) 2Ô˘ ‚·ıÌÔ‡ Á) 3Ô˘ ‚·ıÌÔ‡ ‰) ÛÙ·ıÂÚfi.
ii) To ˘fiÏÔÈÔ ÙË˜ ‰È·›ÚÂÛË˜ ÂÓfi˜ ÔÏ˘ˆÓ‡ÌÔ˘ ÌÂ ÙÔ x2 – 4x + 9 ‰ÂÓ ÌÔÚÂ› Ó·

Â›Ó·È:
·) 5 ‚) 3x – 2 Á) x2 + 3 ‰) 4x.

iii) ∞Ó ¤Ó· ÔÏ˘ÒÓ˘ÌÔ ƒ(x) ‰È·ÈÚÔ‡ÌÂÓÔ ÌÂ ÙÔ 2x2 + x + 5 ‰›ÓÂÈ ËÏ›ÎÔ x4 + x – 2,
ÙfiÙÂ Ô ‚·ıÌfi˜ ÙÔ˘ ƒ(x) Â›Ó·È:
·) 4 ‚) 6 Á) 8 ‰) ÔÔÈÔÛ‰‹ÔÙÂ Ê˘ÛÈÎfi˜ ·ÚÈıÌfi˜.

¡· Û˘ÌÏËÚÒÛÂÙÂ ÙÔÓ ·Ú·Î¿Ùˆ ›Ó·Î·:

¡· ¯·Ú·ÎÙËÚ›ÛÂÙÂ ÙÈ˜ ·Ú·Î¿Ùˆ ÚÔÙ¿ÛÂÈ˜ ÌÂ (™), ·Ó Â›Ó·È ÛˆÛÙ¤˜ ‹ ÌÂ (§), ·Ó
Â›Ó·È Ï·Óı·ÛÌ¤ÓÂ˜:
·) ΔÔ ËÏ›ÎÔ ÙË˜ ‰È·›ÚÂÛË˜ ÙÔ˘ (2x + 1)(x + 3) ÌÂ ÙÔ 2x + 1 Â›Ó·È ÙÔ x + 3.
‚) ΔÔ ˘fiÏÔÈÔ ÙË˜ ‰È·›ÚÂÛË˜ ÂÓfi˜ ÔÏ˘ˆÓ‡ÌÔ˘ ÌÂ ÙÔ x + 6 Â›Ó·È ÙÔ x2 + 2.
Á) ∞Ó ‰È·ÈÚ¤ÛÔ˘ÌÂ ¤Ó· ÔÏ˘ÒÓ˘ÌÔ 6Ô˘ ‚·ıÌÔ‡ ÌÂ ¤Ó· ÔÏ˘ÒÓ˘ÌÔ 2Ô˘ ‚·ıÌÔ‡,

ÙfiÙÂ ÙÔ ËÏ›ÎÔ Â›Ó·È ÔÏ˘ÒÓ˘ÌÔ 3Ô˘ ‚·ıÌÔ‡.
‰) ΔÔ x – 4 Â›Ó·È ·Ú¿ÁÔÓÙ·˜ ÙÔ˘ x2 – 16.
Â) To ËÏ›ÎÔ ÙË˜ ‰È·›ÚÂÛË˜ (x3 + 1) : (x + 1) Â›Ó·È ÙÔ x2 – x + 1.

3

36
27

38

μ·ıÌfi˜
¶ËÏ›ÎÔ˘

μ·ıÌfi˜
¢È·ÈÚ¤ÙË

μ·ıÌfi˜
¢È·ÈÚÂÙ¤Ô˘

2

1
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M¤ÚÔ˜ ∞ - ∫ÂÊ¿Ï·ÈÔ 1Ô

3x3 – 4·x2 – ·2x + 2·3 3x + 2·
–3x3 – 2·x2

– 6·x2 – ·2x + 2·3 x2 – 2·x + ·2

6·x2 + 4·2x
+ 3·2x + 2·3

– 3·2x – 2·3

0



N· Î¿ÓÂÙÂ ÙÈ˜ ‰È·ÈÚ¤ÛÂÈ˜ Î·È Ó· ÁÚ¿„ÂÙÂ ÙËÓ Ù·˘ÙfiÙËÙ· ÙË˜ ∂˘ÎÏÂ›‰ÂÈ·˜
‰È·›ÚÂÛË˜ ÛÂ Î¿ıÂ ÂÚ›ÙˆÛË.
·) (2x3 + x2 – 3x + 6) : (x + 2) ‚) (6x3 – x2 – 10x + 5) : (3x + 1)
Á) (6x4 – x2 + 2x – 7) : (x – 1) ‰) (4x3 + 5x – 8) : (2x – 1)
Â) (x5 – x4 + 3x2 + 2) : (x2 – x + 2) ÛÙ) (9x4 – x2 + 2x – 1) : (3x2 – x + 1)
˙) (8x4 – 6x2 – 9) : (2x2 – 3) Ë) (3x5 – 2x3 – 4) : (3x2 – 1)

N· Û˘ÌÏËÚÒÛÂÙÂ Ù· ÎÂÓ¿, ÒÛÙÂ Ó· Â›Ó·È ÔÈ ‰È·ÈÚ¤ÛÂÈ˜ ÛˆÛÙ¤˜.
·) 6x2 + ..... + ..... ..... + 2 ‚) ..... + ..... + 2x + 20 x + .....

– 6x2 –  ..... 2x + ..... ..... –  6x2 2x2 + ..... – .....
18x  + ..... 4x2 + ..... + 20

–18x   –  ..... ..... – .....
0 –10x + .....

..... + .....
.....

¶ÔÈÔ ÔÏ˘ÒÓ˘ÌÔ ‰È·ÈÚÔ‡ÌÂÓÔ ÌÂ ÙÔ x2 – x + 1 ‰›ÓÂÈ ËÏ›ÎÔ 2x + 3 Î·È ˘fiÏÔÈÔ 3x + 2;

N· ·Ô‰Â›ÍÂÙÂ fiÙÈ ÙÔ ÔÏ˘ÒÓ˘ÌÔ Q(x) Â›Ó·È ‰È·ÈÚ¤ÙË˜ ÙÔ˘ ÔÏ˘ÒÓ˘ÌÔ˘ ƒ(x), fiÙ·Ó:
·) ƒ(x) = 6x3 – 7x2 + 9x – 18 Î·È Q(x) = 2x – 3
‚) ƒ(x) = 2x4 – x2 + 5x – 3 Î·È Q(x) = x2 + x – 1.

·) ¡· Î¿ÓÂÙÂ ÙË ‰È·›ÚÂÛË  (x4 – 2x3 – 8x2 + 18x – 9) : (x2 – 9)
‚) N· ·Ú·ÁÔÓÙÔÔÈ‹ÛÂÙÂ ÙÔ ÔÏ˘ÒÓ˘ÌÔ  x4 – 2x3 – 8x2 + 18x – 9.

·) ¡· ·Ô‰Â›ÍÂÙÂ fiÙÈ Ô x + 1 Â›Ó·È ·Ú¿ÁÔÓÙ·˜ ÙÔ˘ ÔÏ˘ÒÓ˘ÌÔ˘ x4 + 4x3 + 6x2 + 4x + 1.
‚) N· ·Ú·ÁÔÓÙÔÔÈ‹ÛÂÙÂ ÙÔ ÔÏ˘ÒÓ˘ÌÔ  x4 + 4x3 + 6x2 + 4x + 1.

ŒÓ·˜ Ì·ıËÙ‹˜ ‹ıÂÏÂ Ó· ·Ú·ÁÔÓÙÔÔÈ‹ÛÂÈ ÙËÓ ·Ú¿ÛÙ·ÛË ·3 + ‚3 Î·È ı˘Ì‹ıËÎÂ fiÙÈ
·Ó·Ï‡ÂÙ·È ÛÂ ÁÈÓfiÌÂÓÔ ‰‡Ô ·Ú·ÁfiÓÙˆÓ, ·fi ÙÔ˘˜ ÔÔ›Ô˘˜ Ô ¤Ó·˜ Â›Ó·È Ô · + ‚.
∂ÂÈ‰‹ Â›¯Â ÍÂ¯¿ÛÂÈ ÙÔÓ ¿ÏÏÔ ·Ú¿ÁÔÓÙ·, Ò˜ ı· ÌÔÚÔ‡ÛÂ Ó· ÙÔÓ ‚ÚÂÈ;

¢›ÓÂÙ·È ÙÔ ÔÏ˘ÒÓ˘ÌÔ ƒ(x) = (x3 + 2)(x2 – 5) + 4x2 – 6x + 7. N· ‚ÚÂ›ÙÂ ÙÔ ËÏ›ÎÔ Î·È
ÙÔ ˘fiÏÔÈÔ ÙË˜ ‰È·›ÚÂÛË˜
·) ƒ(x) : (x3 + 2) ‚) ƒ(x) : (x2 – 5)

¡· Î¿ÓÂÙÂ ÙË ‰È·›ÚÂÛË (6x3 + ·) : (x – 1) Î·È Ó· ‚ÚÂ›ÙÂ ÙËÓ ÙÈÌ‹ ÙÔ˘ ·, ÁÈ· ÙËÓ ÔÔ›·
Ë ‰È·›ÚÂÛË Â›Ó·È Ù¤ÏÂÈ·.

∞Ó ¤Ó·˜ ·Ú¿ÁÔÓÙ·˜ ÙÔ˘ ÔÏ˘ÒÓ˘ÌÔ˘ 2x3 – x2 – 4x + 3
Â›Ó·È Ô (x – 1)2, Ó· ‚ÚÂ›ÙÂ ÙÔÓ ¿ÏÏÔ ·Ú¿ÁÔÓÙ·.

°È· ÙËÓ Ï·ÎfiÛÙÚˆÛË ÙÔ˘ ‰·¤‰Ô˘ ÂÓfi˜ ‰ˆÌ·Ù›Ô˘ Ô˘
¤¯ÂÈ Û¯‹Ì· ÔÚıÔÁˆÓ›Ô˘, ¯ÚËÛÈÌÔÔÈ‹Û·ÌÂ 45 Ï·Î¿ÎÈ· Ù‡Ô˘ ∞,
56 Ï·Î¿ÎÈ· Ù‡Ô˘ μ Î·È 16 Ï·Î¿ÎÈ· Ù‡Ô˘ °. ∞Ó ÙÔ Ï¿ÙÔ˜ ÙÔ˘
‰ˆÌ·Ù›Ô˘ Â›Ó·È 5x + 4y, ÔÈÔ Â›Ó·È ÙÔ Ì‹ÎÔ˜ ÙÔ˘;

11

10

9

8

7

6

5

4

3

2
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1.7 ¢È·›ÚÂÛË ÔÏ˘ˆÓ‡ÌˆÓ

x

y

y

y

x

x
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✔Μαθαίνω να βρίσκω:
Ελάχιστο Κοινό Πολλαπλάσιο και Μέγιστο Κοινό Δ ιαιρέτη
ακεραίων αλγεβρικών παραστάσεων.

1. ¡· ·Ó·Ï‡ÛÂÙÂ ÙÔ˘˜ ·ÚÈıÌÔ‡˜ 12, 24, 300 ÛÂ ÁÈÓfiÌÂÓÔ ÚÒÙˆÓ ·Ú·ÁfiÓÙˆÓ Î·È Ó·
‚ÚÂ›ÙÂ ÙÔ ∂.∫.¶. Î·È ÙÔ ª.∫.¢. ÙˆÓ ·ÚÈıÌÒÓ ·˘ÙÒÓ.

2. ªÂ ·Ó¿ÏÔÁÔ ÙÚfiÔ Ó· ‚ÚÂ›ÙÂ ÙÔ ∂.∫.¶. Î·È ÙÔ ª.∫.¢.
ÙˆÓ ÌÔÓˆÓ‡ÌˆÓ 12x3y2,  24x2y3ˆ,  300x4y Î·È
ÙˆÓ ÔÏ˘ˆÓ‡ÌˆÓ 3(x – y)(x + y), 18(x – y)2, 9(x – y).

™Â ÚÔËÁÔ‡ÌÂÓË Ù¿ÍË Ì¿ı·ÌÂ Ó· ‚Ú›ÛÎÔ˘ÌÂ ÙÔ ∂.∫.¶. Î·È ÙÔ ª.∫.¢. ıÂÙÈÎÒÓ ·ÎÂÚ·›ˆÓ
·ÚÈıÌÒÓ Ô˘ ¤¯Ô˘Ó ·Ó·Ï˘ıÂ› ÛÂ ÁÈÓfiÌÂÓÔ ÚÒÙˆÓ ·Ú·ÁfiÓÙˆÓ.
°È· ·Ú¿‰ÂÈÁÌ·, ÔÈ ·ÚÈıÌÔ› 12,  24 Î·È 300, ·Ó ·Ó·Ï˘ıÔ‡Ó ÛÂ ÁÈÓfiÌÂÓÔ ÚÒÙˆÓ
·Ú·ÁfiÓÙˆÓ, ÁÚ¿ÊÔÓÙ·È:

12 = 22 � 3      24 = 23 � 3      300 = 22 � 3 � 52

ÕÚ·,
∂.∫.¶.(12, 24, 300) = 23 � 3 � 52 = 600 (°ÈÓfiÌÂÓÔ ÎÔÈÓÒÓ Î·È ÌË ÎÔÈÓÒÓ ·Ú·ÁfiÓÙˆÓ

ÌÂ ÙÔ ÌÂÁ·Ï‡ÙÂÚÔ ÂÎı¤ÙË).
ª.∫.¢.(12, 24, 300) = 22 � 3 = 12 (°ÈÓfiÌÂÓÔ ÎÔÈÓÒÓ ·Ú·ÁfiÓÙˆÓ ÌÂ ÙÔ

ÌÈÎÚfiÙÂÚÔ ÂÎı¤ÙË).

ªÂ ·Ó¿ÏÔÁÔ ÙÚfiÔ, ÌÔÚÔ‡ÌÂ Ó· ÔÚ›ÛÔ˘ÌÂ ÙÔ ∂.∫.¶. Î·È ÙÔ ª.∫.¢. ·ÎÂÚ·›ˆÓ ·ÏÁÂ-
‚ÚÈÎÒÓ ·Ú·ÛÙ¿ÛÂˆÓ Ô˘ ¤¯Ô˘Ó ·Ó·Ï˘ıÂ› ÛÂ ÁÈÓfiÌÂÓÔ ÚÒÙˆÓ ·Ú·ÁfiÓÙˆÓ. ¢ËÏ·‰‹:

∂Ï¿¯ÈÛÙÔ ∫ÔÈÓfi ¶ÔÏÏ·Ï¿ÛÈÔ (∂.∫.¶.) ‰‡Ô ‹ ÂÚÈÛÛÔÙ¤ÚˆÓ ·ÏÁÂ‚ÚÈÎÒÓ ·Ú·ÛÙ¿ÛÂˆÓ Ô˘
¤¯Ô˘Ó ·Ó·Ï˘ıÂ› ÛÂ ÁÈÓfiÌÂÓÔ ÚÒÙˆÓ ·Ú·ÁfiÓÙˆÓ ÔÓÔÌ¿˙ÂÙ·È, ÙÔ ÁÈÓfiÌÂÓÔ ÙˆÓ ÎÔÈÓÒÓ Î·È
ÌË ÎÔÈÓÒÓ ·Ú·ÁfiÓÙˆÓ ÙÔ˘˜ ÌÂ ÂÎı¤ÙË Î·ıÂÓfi˜ ÙÔ ÌÂÁ·Ï‡ÙÂÚÔ ·fi ÙÔ˘˜ ÂÎı¤ÙÂ˜ ÙÔ˘.

ª¤ÁÈÛÙÔ˜ ∫ÔÈÓfi˜ ¢È·ÈÚ¤ÙË˜ (ª.∫.¢.) ‰‡Ô ‹ ÂÚÈÛÛÔÙ¤ÚˆÓ ·ÏÁÂ‚ÚÈÎÒÓ ·Ú·ÛÙ¿ÛÂˆÓ Ô˘
¤¯Ô˘Ó ·Ó·Ï˘ıÂ› ÛÂ  ÁÈÓfiÌÂÓÔ ÚÒÙˆÓ ·Ú·ÁfiÓÙˆÓ ÔÓÔÌ¿˙ÂÙ·È, ÙÔ ÁÈÓfiÌÂÓÔ ÙˆÓ ÎÔÈÓÒÓ
·Ú·ÁfiÓÙˆÓ ÙÔ˘˜ ÌÂ ÂÎı¤ÙË Î·ıÂÓfi˜ ÙÔ ÌÈÎÚfiÙÂÚÔ ·fi ÙÔ˘˜ ÂÎı¤ÙÂ˜ ÙÔ˘.

™ÙÔ ÂÍ‹˜ ı· ÂÚÈÔÚÈÛÙÔ‡ÌÂ ÛÂ ·Î¤Ú·ÈÂ˜ ·ÏÁÂ‚ÚÈÎ¤˜ ·Ú·ÛÙ¿ÛÂÈ˜ ÌÂ ıÂÙÈÎÔ‡˜ ·Î¤Ú·ÈÔ˘˜
Û˘ÓÙÂÏÂÛÙ¤˜. ™ÙËÓ ÂÚ›ÙˆÛË ·˘Ù‹, ˆ˜ ·ÚÈıÌËÙÈÎfi ·Ú¿ÁÔÓÙ· ÙÔ˘ ∂.∫.¶., ı· ıÂˆÚÔ‡ÌÂ
ÙÔ ∂.∫.¶. ÙˆÓ ·ÚÈıÌËÙÈÎÒÓ ·Ú·ÁfiÓÙˆÓ ÙˆÓ ·Ú·ÛÙ¿ÛÂˆÓ Î·È ˆ˜ ·ÚÈıÌËÙÈÎfi ·Ú¿ÁÔÓÙ·
ÙÔ˘ ª.∫.¢. ı· ıÂˆÚÔ‡ÌÂ ÙÔ ª.∫.¢. ÙˆÓ ·ÚÈıÌËÙÈÎÒÓ ·Ú·ÁfiÓÙˆÓ ÙˆÓ ·Ú·ÛÙ¿ÛÂˆÓ.

ΔΡΑΣΤΗΡΙΟΤΗΤΑ

∂.∫.¶. Î·È ª.∫.¢. ·ÎÂÚ·›ˆÓ ·ÏÁÂ‚ÚÈÎÒÓ ·Ú·ÛÙ¿ÛÂˆÓ1.8



°È· ·Ú¿‰ÂÈÁÌ·,
– Ù· ÌÔÓÒÓ˘Ì· 12x3y2, 24x2y3ˆ, 300x4y ¤¯Ô˘Ó

Ε.Κ.Π. = 600x4y3ω  και  Μ.Κ.Δ. = 12x2y  ÂÓÒ
– Ù· ÔÏ˘ÒÓ˘Ì· 3(x – y)(x + y), 18(x – y)2, 9(x – y) ¤¯Ô˘Ó

Ε.Κ.Π. = 18(χ – y)2(x + y) και Μ.Κ.Δ. = 3(χ – y)

N· ‚ÚÂıÂ› ÙÔ ∂.∫.¶. Î·È Ô ª.∫.¢. ÙˆÓ ÌÔÓˆÓ‡ÌˆÓ 6x3yˆ, 9x2yˆ2, 3xy4.

Λύση
OÈ Û˘ÓÙÂÏÂÛÙ¤˜ 6, 9, 3 ¤¯Ô˘Ó ∂.∫.¶. = 18 Î·È ª.∫.¢. = 3, ¿Ú· Ù· ÌÔÓÒÓ˘Ì· ¤¯Ô˘Ó
∂.∫.¶. = 18x3y4ˆ2 Î·È ª.∫.¢. = 3xy.

N· ‚ÚÂıÂ› ÙÔ ∂.∫.¶. Î·È Ô ª.∫.¢. ÙˆÓ ÔÏ˘ˆÓ‡ÌˆÓ:
∞ = 12x3 – 12x2, B = 18x2 – 36x + 18  Î·È  ° = 9x2 – 9x.

Λύση

∞ = 12x2 – 12 = 12(x2 – 1) = 12(x – 1)(x + 1)
μ = 18x2 – 36x + 18 = 18(x2 – 2x + 1) = 18(x – 1)2

° = 9x2 – 9x = 9x(x – 1)

√È ·ÚÈıÌËÙÈÎÔ› ·Ú¿ÁÔÓÙÂ˜ 12, 18, 9 ¤¯Ô˘Ó
∂.∫.¶. = 36 Î·È ª.∫.¢. = 3.
Δ· ÔÏ˘ÒÓ˘Ì· ∞, μ, ° ¤¯Ô˘Ó
∂.∫.¶. = 36x(x – 1)2(x + 1) Î·È ª.∫.¢. = 3(x – 1).

¡· Û˘ÌÏËÚÒÛÂÙÂ ÙÔÓ ·Ú·Î¿Ùˆ ›Ó·Î· ·ÓÙÈÛÙÔÈ¯›˙ÔÓÙ·˜ ÛÂ Î¿ıÂ ˙Â‡ÁÔ˜ ·Ú·-
ÛÙ¿ÛÂˆÓ ÙË˜ ÛÙ‹ÏË˜ ∞, ÙÔ ∂.∫.¶. ÙÔ˘˜ ·fi ÙË ÛÙ‹ÏË μ.

1. 6x2(x + 2)2

2. x3(x + 2)3

3. 6x2(x + 2)

4. x4(x + 2)3

·. x4(x + 2)2, x(x + 2)3

‚. x3(x + 2), x(x + 2)3

Á. 6x2(x + 2), 2x(x + 2)2

™Ù‹ÏË B™Ù‹ÏË ∞

1
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1.8 ∂.∫.¶. Î·È ª.∫.¢. ·ÎÂÚ·›ˆÓ ·ÏÁÂ‚ÚÈÎÒÓ ·Ú·ÛÙ¿ÛÂˆÓ

ñ ∞Ó·Ï‡Ô˘ÌÂ Ù· ÔÏ˘ÒÓ˘Ì· ÛÂ
ÁÈÓfiÌÂÓÔ ÚÒÙˆÓ ·Ú·ÁfiÓÙˆÓ.

ñ ÀÔÏÔÁ›˙Ô˘ÌÂ ÙÔ ∂.∫.¶. Î·È ÙÔ
ª.∫.¢. ÙˆÓ ·ÚÈıÌËÙÈÎÒÓ
·Ú·ÁfiÓÙˆÓ.

ñ μÚ›ÛÎÔ˘ÌÂ ÙÔ ∂.∫.¶. Î·È ÙÔ
ª.∫.¢. ÙˆÓ ÔÏ˘ˆÓ‡ÌˆÓ.

Á‚·



¡· Û˘ÌÏËÚÒÛÂÙÂ ÙÔÓ ·Ú·Î¿Ùˆ ›Ó·Î·, ÁÚ¿ÊÔÓÙ·˜ ÛÂ Î¿ıÂ ÎÂÓfi ÙÔ ∂.∫.¶. ÙˆÓ
·Ú·ÛÙ¿ÛÂˆÓ ∞, μ.

¡· Û˘ÌÏËÚÒÛÂÙÂ ÙÔÓ ·Ú·Î¿Ùˆ ›Ó·Î· ·ÓÙÈÛÙÔÈ¯›˙ÔÓÙ·˜ ÛÂ Î¿ıÂ ˙Â‡ÁÔ˜ ·Ú·-
ÛÙ¿ÛÂˆÓ ÙË˜ ÛÙ‹ÏË˜ ∞, ÙÔ ª.∫.¢. ÙÔ˘˜ ·fi ÙË ÛÙ‹ÏË μ.

¡· Û˘ÌÏËÚÒÛÂÙÂ ÙÔÓ ·Ú·Î¿Ùˆ ›Ó·Î· ÁÚ¿ÊÔÓÙ·˜ ÛÂ Î¿ıÂ ÎÂÓfi ÙÔ ª.∫.¢. ÙˆÓ
·Ú·ÛÙ¿ÛÂˆÓ ∞, μ.

¡· ‚ÚÂ›ÙÂ ÙÔ ∂.∫.¶. Î·È ÙÔ ª.∫.¢. ÙˆÓ ·Ú·ÛÙ¿ÛÂˆÓ:
·) 12x3y2ˆ2, 18x2yˆ3, 24x2y3ˆ4

‚) 15·xy3, 10·x2ˆ2, 5yˆ2

Á) 2x2(x + y)2, 3xy3(x + y)2, 8x2y(x – y)(x + y)

¡· ‚ÚÂ›ÙÂ ÙÔ ∂.∫.¶. Î·È ÙÔ ª.∫.¢. ÙˆÓ ·Ú·ÛÙ¿ÛÂˆÓ:
·) 6(x2 – y2), 4(x – y)2, 12(x – y)3

‚) ·2 – 3· + 2, ·2 – 4, ·3 – 4·
Á) ·3 – ·2, (·2 – ·)(·2 – 1), ·3 – 2·2 + ·

2

1

ΠΡΟΤΕΙΝΟΜΕΝΕΣ ΑΣΚΗΣΕΙΣ – ΠΡΟΒΛΗΜΑΤΑ

3x3(x – 2)3

2 x3(x – 2)
6 x(x – 2)2

6(x – 2)3x4(x – 2)23x 2
B

∞

4

1. 6x2(x + 1)2

2. 3x(x + 1)2

3. 3x2(x + 1)

4. x2(x + 1)2

·. 6x3(x + 1)2,     3x(x + 1)3

‚. 2x2(x + 1)3,     3x4(x + 1)2

Á. 3x2(x + 1),     6x3(x + 1)2

™Ù‹ÏË B™Ù‹ÏË ∞

3

8x 5

x2(x – 1)
6x 2

9(x – 1)22x(x – 1)4x 3
B

∞

2

70

M¤ÚÔ˜ ∞ - ∫ÂÊ¿Ï·ÈÔ 1Ô

Á‚·



71

✔ Γνωρίζω ποια αλγεβρική παράσταση λέγεται ρητή και
πότε ορίζεται.

✔ Μαθαίνω να απλοποιώ ρητές αλγεβρικές παραστάσεις.

1. ¶ÔÈ· Â›Ó·È Ë ÙÈÌ‹ ÙË˜ ·Ú¿ÛÙ·ÛË˜ ÁÈ· x = 0;

MÔÚÂ›ÙÂ Ó· ‚ÚÂ›ÙÂ ÙËÓ ÙÈÌ‹ ÙË˜ ·Ú¿ÛÙ·ÛË˜ ÁÈ· x = 1;

2. ¶ÔÈÔ ·fi Ù· ·Ú·Î¿Ùˆ ÎÏ¿ÛÌ·Ù· ·ÏÔÔÈÂ›Ù·È;

, ,     

3. ¶ÔÈ· ·fi ÙÈ˜ ·Ú·Î¿Ùˆ ·Ú·ÛÙ¿ÛÂÈ˜ ·ÏÔÔÈÂ›Ù·È;

,    ,    

MÈ· ·ÏÁÂ‚ÚÈÎ‹ ·Ú¿ÛÙ·ÛË (.¯.  ,  ,  ) Ô˘ Â›Ó·È ÎÏ¿ÛÌ· Î·È ÔÈ fiÚÔÈ

ÙÔ˘ Â›Ó·È ÔÏ˘ÒÓ˘Ì·, Ï¤ÁÂÙ·È ÚËÙ‹ ·ÏÁÂ‚ÚÈÎ‹ ·Ú¿ÛÙ·ÛË ‹ ·ÏÒ˜ ÚËÙ‹ ·Ú¿ÛÙ·ÛË.
√È ÌÂÙ·‚ÏËÙ¤˜ ÌÈ·˜ ÚËÙ‹˜ ·Ú¿ÛÙ·ÛË˜ ‰ÂÓ ÌÔÚÔ‡Ó Ó· ¿ÚÔ˘Ó ÙÈÌ¤˜ Ô˘ ÌË‰ÂÓ›˙Ô˘Ó
ÙÔÓ ·ÚÔÓÔÌ·ÛÙ‹ ÙË˜, ·ÊÔ‡ ‰ÂÓ ÔÚ›˙ÂÙ·È ÎÏ¿ÛÌ· ÌÂ ·ÚÔÓÔÌ·ÛÙ‹ ÌË‰¤Ó.

°È· ·Ú¿‰ÂÈÁÌ·, Ë ·Ú¿ÛÙ·ÛË ÔÚ›˙ÂÙ·È, ·Ó x � 1.

™ÙË Û˘Ó¤¯ÂÈ·, fiÙ·Ó ÁÚ¿ÊÔ˘ÌÂ ÌÈ· ÚËÙ‹ ·Ú¿ÛÙ·ÛË, ı· ÂÓÓÔÂ›Ù·È fiÙÈ ÔÈ ÌÂÙ·‚ÏËÙ¤˜ ÙË˜
‰ÂÓ ·›ÚÓÔ˘Ó ÙÈÌ¤˜ Ô˘ ÌË‰ÂÓ›˙Ô˘Ó ÙÔÓ ·ÚÔÓÔÌ·ÛÙ‹.

Ÿˆ˜ ÌÈ· ·ÚÈıÌËÙÈÎ‹ ·Ú¿ÛÙ·ÛË, ¤ÙÛÈ Î·È ÌÈ· ÚËÙ‹ ·Ú¿ÛÙ·ÛË, ÌÔÚÂ› Ó· ·ÏÔÔÈËıÂ›,
·Ó Ô ·ÚÈıÌËÙ‹˜ Î·È Ô ·ÚÔÓÔÌ·ÛÙ‹˜ ÙË˜ Â›Ó·È ÁÈÓfiÌÂÓ· Î·È ¤¯Ô˘Ó ÎÔÈÓfi ·Ú¿ÁÔÓÙ·.

ŒÙÛÈ, Ë ·Ú¿ÛÙ·ÛË ‰ÂÓ ·ÏÔÔÈÂ›Ù·È, ÂÓÒ Ë ·Ú¿ÛÙ·ÛË  ·ÏÔÔÈÂ›Ù·È, ÁÈ·Ù›

ÔÈ fiÚÔÈ ÙË˜ Â›Ó·È ÁÈÓfiÌÂÓ· Î·È ¤¯Ô˘Ó ÎÔÈÓfi ·Ú¿ÁÔÓÙ· ÙÔ 3x. AÓ ‰È·ÈÚ¤ÛÔ˘ÌÂ Î·È ÙÔ˘˜ ‰‡Ô

fiÚÔ˘˜ ÌÂ ÙÔÓ ÎÔÈÓfi ·Ú¿ÁÔÓÙ·, ¤¯Ô˘ÌÂ = = = 2y

H ÚÔËÁÔ‡ÌÂÓË ·ÏÔÔ›ËÛË Á›ÓÂÙ·È Û˘ÓÙÔÌfiÙÂÚ·, ·Ó ‰È·ÁÚ¿„Ô˘ÌÂ ÙÔÓ ÎÔÈÓfi ·Ú¿ÁÔÓÙ·,

ÔfiÙÂ ¤¯Ô˘ÌÂ = = 2y
3χ � 2y

3χ
6χy
3x

2y
1

6χy :  3x
3x :  3x

6χy
3x

6xy
3x

6x + y
3x

x3 + 4
x – 1

2
x2 + 4

xyˆ
x + y

x3 + 4
x – 1

6xy
3x

6xy
3 + x

6x + y
3x

6 � 2 � 7
3 � 2

6 � 2 � 7
3 + 2

6 � 2 + 7
3 � 2

x3 + 4
x – 1

ΔΡΑΣΤΗΡΙΟΤΗΤΑ

ƒËÙ¤˜ ·ÏÁÂ‚ÚÈÎ¤˜ ·Ú·ÛÙ¿ÛÂÈ˜1.9



AÓ fiÌˆ˜ ÛÂ ÌÈ· ÚËÙ‹ ·Ú¿ÛÙ·ÛË Ô ·ÚÈıÌËÙ‹˜ ‹ Ô ·ÚÔÓÔÌ·ÛÙ‹˜ ‰ÂÓ Â›Ó·È ÁÈÓfiÌÂÓÔ,
ÙfiÙÂ ÁÈ· Ó· ÙËÓ ·ÏÔÔÈ‹ÛÔ˘ÌÂ ÂÚÁ·˙fiÌ·ÛÙÂ ˆ˜ ÂÍ‹˜:

ñ ¶·Ú·ÁÔÓÙÔÔÈÔ‡ÌÂ Î·È ÙÔ˘˜ ‰‡Ô fiÚÔ˘˜ ÙË˜ Î·È
ñ ‰È·ÁÚ¿ÊÔ˘ÌÂ ÙÔ˘˜ ÎÔÈÓÔ‡˜ ·Ú¿ÁÔÓÙÂ˜ ÙˆÓ fiÚˆÓ ÙË˜.

°È· ·Ú¿‰ÂÈÁÌ·, Ë ·Ú¿ÛÙ·ÛË  ·ÏÔÔÈÂ›Ù·È ˆ˜ ÂÍ‹˜: 

= = = 

°È· ÔÈÂ˜ ÙÈÌ¤˜ ÙˆÓ ÌÂÙ·‚ÏËÙÒÓ ÙÔ˘˜ ÔÚ›˙ÔÓÙ·È ÔÈ ·Ú·ÛÙ¿ÛÂÈ˜;

·) ‚) Á)

Λύση
·) H ·Ú¿ÛÙ·ÛË ÔÚ›˙ÂÙ·È, ·Ó Ë ÌÂÙ·‚ÏËÙ‹ x ·›ÚÓÂÈ ÙÈÌ¤˜ Ô˘ ‰Â

ÌË‰ÂÓ›˙Ô˘Ó ÙÔÓ ·ÚÔÓÔÌ·ÛÙ‹, ‰ËÏ·‰‹ ÁÈ· x � 0.

‚) OÌÔ›ˆ˜ Ë ·Ú¿ÛÙ·ÛË ÔÚ›˙ÂÙ·È, ·Ó x + 2 � 0, ‰ËÏ·‰‹ ÁÈ· x � –2.

Á) ∏ ·Ú¿ÛÙ·ÛË ÔÚ›˙ÂÙ·È, ·Ó ÔÈ ÌÂÙ·‚ÏËÙ¤˜ x, y ·›ÚÓÔ˘Ó ÙÈÌ¤˜, Ù¤ÙÔÈÂ˜

ÒÛÙÂ x – y � 0, ‰ËÏ·‰‹ ÁÈ· x � y.

N· ·ÏÔÔÈËıÔ‡Ó ÔÈ ·Ú·ÛÙ¿ÛÂÈ˜:

·) ‚) Á)

Λύση
·) ™ÙËÓ ·Ú¿ÛÙ·ÛË Î·È ÔÈ ‰‡Ô fiÚÔÈ ÙË˜ Â›Ó·È ÁÈÓfiÌÂÓ·, ÔfiÙÂ ¤¯Ô˘ÌÂ

=  

‚) ¶·Ú·ÁÔÓÙÔÔÈÔ‡ÌÂ Î·È ÙÔ˘˜ ‰‡Ô fiÚÔ˘˜ ÙË˜ ·Ú¿ÛÙ·ÛË˜ Î·È ¤¯Ô˘ÌÂ

= =  =  

Á) √ÌÔ›ˆ˜ ¤¯Ô˘ÌÂ = = x – y
x2 + xy + y2

(x – y)2

(x – y)(x2 + xy + y2)
x2 – 2xy + y2

x3 – y3

x + 1
2x

3(x – 1)(x + 1)
6x(x – 1)

3(x2 – 1)
6x(x – 1)

3x2 – 3
6x2 – 6x

3x2ˆ2

2y2

12x3yˆ2

8xy3

12x3yˆ2

8xy3

x2 – 2xy + y2

x3 – y 3

3x2 – 3
6x2 – 6x

12x3yˆ 2

8xy 3

2

x2 + y2

x – y

x2 + 6
x + 2

x2 + 7x + 2
x

x2 + y2

x – y
x2 + 6
x + 2

x2 + 7x + 2
x

1

ΠΑΡΑΔΕΙΓΜΑΤΑ – ΕΦΑΡΜΟΓΕΣ

5
x + 2

5(x – 2)
(x – 2)(x + 2)

5(x – 2)
x2 – 22

5x – 10
x2 – 4

5x – 10
x2 – 4
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¡· Û˘ÌÏËÚÒÛÂÙÂ ÙÔÓ ›Ó·Î· ·ÓÙÈÛÙÔÈ¯›˙ÔÓÙ·˜ ÛÂ Î¿ıÂ ·Ú¿ÛÙ·ÛË ÙË˜ ÛÙ‹ÏË˜ ∞
ÙÈ˜ ÙÈÌ¤˜ ÙË˜ ÌÂÙ·‚ÏËÙ‹˜ ÙË˜ ·fi ÙË ÛÙ‹ÏË μ, ÁÈ· ÙÈ˜ ÔÔ›Â˜ ÔÚ›˙ÂÙ·È.

¡· ¯·Ú·ÎÙËÚ›ÛÂÙÂ ÙÈ˜ ·Ú·Î¿Ùˆ ÈÛfiÙËÙÂ˜ ÌÂ (™), ·Ó Â›Ó·È ÛˆÛÙ¤˜ ‹ ÌÂ (§), ·Ó Â›Ó·È
Ï·Óı·ÛÌ¤ÓÂ˜.

·) = x + 1 ‚) = x + 1            

Á) = ‰) =  

Â) = x + y ÛÙ) = x + y

¡· Û˘ÌÏËÚÒÛÂÙÂ Ù· ÎÂÓ¿ ÛÙÈ˜ ·Ú·Î¿Ùˆ ÈÛfiÙËÙÂ˜:

·) = ‚) = 1 Á) = x

‰) = x + 1 Â) = ÛÙ) = 

ŒÓ·˜ Ì·ıËÙ‹˜ ÁÈ· Ó· ‚ÚÂÈ ÙÈ˜ ÙÈÌ¤˜ ÙË˜ ÌÂÙ·‚ÏËÙ‹˜ x, ÁÈ· ÙÈ˜ ÔÔ›Â˜ ÔÚ›˙ÂÙ·È Ë

·Ú¿ÛÙ·ÛË , ¤ÁÚ·„Â = Î·È ·¿ÓÙËÛÂ fiÙÈ Ë ·Ú¿ÛÙ·ÛË

ÔÚ›˙ÂÙ·È fiÙ·Ó x � 4. ∂›Ó·È ÛˆÛÙ‹ Ë ·¿ÓÙËÛ‹ ÙÔ˘;

1
x – 4

x
x(x – 4)

x
x (x – 4)

4

3
x + 2

3(x + 2)

............
1

· + ‚
............
2(·+‚)2

x(x + 1)

............

x(x + 1)

............

(· + ‚)(............)
(· – ‚)(............)

7
x – 2

7x
x(............)

3

(x – y)2/

x – y
x2 – y2

x – y

x + 2
4

x + 2(x + 1)
4(x + 1)

x + 2
4

(x + 2)(x + 1)
4(x + 1)

x (x + 1)
x

x2/ + 1
x

2

1. x � 1

2. x � 0 Î·È x � 1

3. x � –1

4. x � 1 Î·È x � –1

5. ÔÔÈÔÛ‰‹ÔÙÂ ·ÚÈıÌfi˜

6. x � 0

·. 1
�x

‚. x – 1
�x + 1

Á. x
�
x2 – 1

‰. 2(x – 1)
�

x – 1

Â. 3
�
x2 + 1

™Ù‹ÏË B™Ù‹ÏË ∞

1
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¡· ‚ÚÂ›ÙÂ ÙÈ˜ ÙÈÌ¤˜ ÙˆÓ ÌÂÙ·‚ÏËÙÒÓ ÁÈ· ÙÈ˜ ÔÔ›Â˜ ÔÚ›˙ÔÓÙ·È ÔÈ ·Ú·ÛÙ¿ÛÂÈ˜:

·) ‚) Á) ‰)

¡· ·ÏÔÔÈ‹ÛÂÙÂ ÙÈ˜ ·Ú·ÛÙ¿ÛÂÈ˜:

·) ‚) Á) ‰)

Â) ÛÙ) ˙) Ë)

¡· ·ÏÔÔÈ‹ÛÂÙÂ ÙÈ˜ ·Ú·ÛÙ¿ÛÂÈ˜:

·) ‚) Á) ‰)

Â) ÛÙ) ˙) Ë)

¡· ·ÏÔÔÈ‹ÛÂÙÂ ÙÈ˜ ·Ú·ÛÙ¿ÛÂÈ˜:

·) ‚) Á)

¡· ·ÏÔÔÈ‹ÛÂÙÂ ÙÈ˜ ·Ú·ÛÙ¿ÛÂÈ˜: 

·) ‚)

Á) ‰)

ŒÓ·˜ Ï·Ì·‰Ë‰ÚfiÌÔ˜ Î·Ù¿ Ù· ÙÂÏÂ˘Ù·›· Ì¤ÙÚ· ÙË˜
‰È·‰ÚÔÌ‹˜ ÙÔ˘ ‰È‹Ó˘ÛÂ ÙËÓ ·fiÛÙ·ÛË ∞μ ÌÂ ÛÙ·ıÂÚ‹
Ù·¯‡ÙËÙ· 5 m/sec. ºÙ¿ÓÔÓÙ·˜ ÛÙÔ ÛËÌÂ›Ô μ ¤Ó·˜ ¿ÏÏÔ˜
Ï·Ì·‰Ë‰ÚfiÌÔ˜ ÍÂÎÈÓÒÓÙ·˜ ·fi ÙÔ ÛËÌÂ›Ô μ ‰È‹Ó˘ÛÂ
ÙËÓ ·fiÛÙ·ÛË μ° ÌÂ ÛÙ·ıÂÚ‹ ÂÈÙ¿¯˘ÓÛË 4 m/sec2. ∞Ó Ô
¯ÚfiÓÔ˜  Ô˘ ÎÈÓ‹ıËÎÂ Î¿ıÂ ·ıÏËÙ‹˜ ‹Ù·Ó t sec Ó·
·Ô‰Â›ÍÂÙÂ fiÙÈ Ë Ì¤ÛË Ù·¯‡ÙËÙ· ÌÂ ÙËÓ ÔÔ›· ‰È·Ó‡ıËÎÂ

Ë ·fiÛÙ·ÛË ∞° ‹Ù·Ó t + m/sec
5
2

6

(· + 1)(· – 2)2 – 4(· + 1)
·3 + ·2

(2ˆ + 1)2 – (ˆ + 2)2

ˆ4 – 1

y(y – 3) + y2 – 9
4y2 – 9

x(x – 1) + 4(x – 1)
x2 + 2x – 3

5

ˆ3 – 2ˆ2 + ˆ
ˆ3 – ˆ

y2 – 5y + 4
y2 – 6y + 8

x2 + 3x + 2
x2 + 4x + 4

4

·2 + ·‚ + ‚2

·3 – ‚3

6x2 + 3xˆ
4x2 – ˆ2

y2 – 1
y2 + 2y + 1

x2 – 16
x2 – 4x

5·2 – 20
(· – 2)2

x2 + xˆ
ˆ2 + xˆ

3y – 9
y2 – 3y

6x
2x2 + 4x

3

(· – ‚)(‚ – Á)
(‚ – ·)(Á – ‚)

ˆ – 2
(2 – ˆ)2

y – 1
1 – y

x + 4
4 + x

5·2‚Á3

10·‚2Á
2xˆ2

8x2ˆ
3y2

12y
4x
6x

2

6x + 1
x(x – 3)

ˆ – 2
(ˆ + 1)2

y + 3
2y – 5

1
x – 4

1

ΠΡΟΤΕΙΝΟΜΕΝΕΣ ΑΣΚΗΣΕΙΣ – ΠΡΟΒΛΗΜΑΤΑ
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✔ Μαθαίνω να πολλαπλασιάζω και να διαιρώ ρητές
παραστάσεις.

✔ Μαθαίνω να προσθέτω και να αφαιρώ ρητές παραστάσεις.

¶ÔÏÏ·Ï·ÛÈ·ÛÌfi˜ – ¢È·›ÚÂÛË ÚËÙÒÓ ·Ú·ÛÙ¿ÛÂˆÓ

1. ¡· Î¿ÓÂÙÂ ÙÈ˜ Ú¿ÍÂÈ˜: 4 � , � , :

2. ªÂ ·Ó¿ÏÔÁÔ ÙÚfiÔ Ó· Î¿ÓÂÙÂ Î·È ÙÈ˜ ·Ú·Î¿Ùˆ Ú¿ÍÂÈ˜:

2x � , � , :

¶ÔÏÏ·Ï·ÛÈ·ÛÌfi˜
°È· Ó· ÔÏÏ·Ï·ÛÈ¿ÛÔ˘ÌÂ ¤Ó·Ó ·Î¤Ú·ÈÔ ·ÚÈıÌfi ÌÂ ¤Ó· ÎÏ¿ÛÌ· ‹ ÁÈ· Ó· ÔÏÏ·Ï·ÛÈ¿-
ÛÔ˘ÌÂ ‰‡Ô ÎÏ¿ÛÌ·Ù·, ¯ÚËÛÈÌÔÔÈÔ‡ÌÂ ÙÔ˘˜ ÂÍ‹˜ Î·ÓfiÓÂ˜.

Î·È    

ªÂ ÙÔÓ ›‰ÈÔ ÙÚfiÔ ÔÏÏ·Ï·ÛÈ¿˙Ô˘ÌÂ Î·È ÌÈ· ·Î¤Ú·È· ÌÂ ÌÈ· ÚËÙ‹ ·Ú¿ÛÙ·ÛË ‹ ‰‡Ô
ÚËÙ¤˜ ·Ú·ÛÙ¿ÛÂÈ˜.
°È· ·Ú¿‰ÂÈÁÌ·, 3x � =  = Î·È

� =  =  =  

Ÿˆ˜ ‚Ï¤Ô˘ÌÂ ÛÙÔ ÚÔËÁÔ‡ÌÂÓÔ ·Ú¿‰ÂÈÁÌ·, ÌÂÙ¿ ÙÈ˜ Ú¿ÍÂÈ˜ ÂÎÙÂÏÔ‡ÌÂ Î·È ÙÈ˜
‰˘Ó·Ù¤˜ ·ÏÔÔÈ‹ÛÂÈ˜.

¢È·›ÚÂÛË
°È· Ó· ‰È·ÈÚ¤ÛÔ˘ÌÂ ‰‡Ô ÎÏ¿ÛÌ·Ù· ¯ÚËÛÈÌÔÔÈÔ‡ÌÂ ÙÔÓ ·Ú·Î¿Ùˆ Î·ÓfiÓ·

ªÂ ÙÔÓ ›‰ÈÔ ÙÚfiÔ ‰È·ÈÚÔ‡ÌÂ Î·È ‰‡Ô ÚËÙ¤˜ ·Ú·ÛÙ¿ÛÂÈ˜. °È· ·Ú¿‰ÂÈÁÌ·,

: = � = = = x – 1
2x

x(x – 1)(x + 1)
2x2(x + 1)

x(x2 – 1)
(x + 1) � 2x2

x2 – 1
2x2

x
x + 1

2x2

x2 – 1
x

x + 1

· Á · ‰ ·‰
⎯ : ⎯ = ⎯  � ⎯ = ⎯
‚ ‰ ‚ Á ‚Á

2x
3

2x(x – 1)(x + 1)
3(x + 1)(x – 1)

(x2 – 1) � 2x
(3x + 3)(x – 1)

2x
x – 1

x2 – 1
3x + 3

15x3

2y
3x � 5x2

2y
5x2

2y

· Á ·Á
⎯ � ⎯ = ⎯
‚ ‰ ‚‰

‚ ·‚
· � ⎯ = ⎯Á Á

3x2

5y + 5
9x

y + 1
2·2‚
9xy

3x2

2·‚
3xy
5ˆ

4
7

2
5

3
4

2
5

3
5

ΔΡΑΣΤΗΡΙΟΤΗΤA
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™‡ÓıÂÙ· ÎÏ¿ÛÌ·Ù·

ΔÔ Û‡ÓıÂÙÔ ÎÏ¿ÛÌ· , ˆ˜ ÁÓˆÛÙfiÓ, ÂÎÊÚ¿˙ÂÈ ÙÔ ËÏ›ÎÔ : Ô˘ Â›Ó·È ›ÛÔ ÌÂ 

� Î·È ÂÔÌ¤Óˆ˜ ÈÛ¯‡ÂÈ  

ΔÔÓ ›‰ÈÔ Î·ÓfiÓ· ¯ÚËÛÈÌÔÔÈÔ‡ÌÂ Î·È ÛÙÈ˜ ÚËÙ¤˜
·Ú·ÛÙ¿ÛÂÈ˜. 

°È· ·Ú¿‰ÂÈÁÌ·, = = 

N· ‚ÚÂıÔ‡Ó Ù· ÁÈÓfiÌÂÓ·: ·) (5x2 + 5x) � ‚) � 

Λύση
·) (5x2 + 5x) � = =  =  

‚) � = = = = 

N· Á›ÓÔ˘Ó ÔÈ Ú¿ÍÂÈ˜:

·) : ‚)  

Λύση
·) : = � = = =

= = 

‚) = = = 
· – x
2·

·(· – x)(· + x)
2·2/ (· + x)

·(·2 – x2)
·2 (2· + 2x)

·2 – x2

·2

2· + 2x
·

x2 + ·x
x2 + ·x + ·2

(x + ·)x
x2 + ·x + ·2

(x – ·)(x + ·)x2/

x(x – ·)(x2 + x· + ·2)
(x2 – ·2)x2

x(x3 – ·3)
x2

x3 – ·3

x2 – ·2

x
x3 – ·3

x2

x2 – ·2

x

·2 – x2

·2

2· + 2x
·

x3 – ·3

x2

x2 – ·2

x

2

x2– x
3

(x – 1)x
3

(x – 1)2/ x(x + 2)
3(x + 2)(x – 1)

(x2–2x+1)(x2+2x)
(3x + 6)(x – 1)

x2+2x
x – 1

x2 – 2x + 1
3x + 6

15x2

2
5x(x + 1)3x

2(x + 1)
(5x2 + 5x)3x

2x + 2
3x

2x + 2

x2 + 2x
x – 1

x2 – 2x + 1
3x + 6

3x
2x + 2

1
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·x
2

2·2x2

4·x

2·2
�x
4· 
�
x2

·⎯
‚ ·‰

⎯ = ⎯
Á ‚Á
⎯
‰

‰
Á

·
‚

Á
‰

·
‚

·⎯
‚
Á
⎯
‰
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Μνημονικός κανόνας
·
⎯
‚ ·‰

⎯ = ⎯
Á ‚Á
⎯
‰



¡· ¯·Ú·ÎÙËÚ›ÛÂÙÂ ÙÈ˜ ·Ú·Î¿Ùˆ ÈÛfiÙËÙÂ˜ ÌÂ (™), ·Ó Â›Ó·È ÛˆÛÙ¤˜ ‹ ÌÂ (§), ·Ó Â›Ó·È
Ï·Óı·ÛÌ¤ÓÂ˜.

·) x � =  ‚) x � =  

Á) 3x : =  ‰) 3x : =  

Â) � = ÛÙ) � =  

˙) � = 0 Ë) : = 1

¡· Û˘ÌÏËÚÒÛÂÙÂ ÙÈ˜ ÈÛfiÙËÙÂ˜:

·) 3x � =  ‚) � =  Á) : = 

‰) � = 1 Â) : = 1 ÛÙ) : = 

¡· ˘ÔÏÔÁ›ÛÂÙÂ Ù· ÁÈÓfiÌÂÓ·:

·) �  ‚) � Á) 12x2 � 

‰) �  Â) (–5ˆ2) �  ÛÙ) (– ) � (– )
¡· Î¿ÓÂÙÂ ÙÈ˜ ‰È·ÈÚ¤ÛÂÈ˜:

·) 8x : ‚) : (– ) Á) (– ) : 3·2 ‰) (– ) : (– )
¡· ˘ÔÏÔÁ›ÛÂÙÂ Ù· ÁÈÓfiÌÂÓ·:

·) �  ‚) �  Á) � 

‰) �  Â) �  ÛÙ) � 

¡· Î¿ÓÂÙÂ ÙÈ˜ ‰È·ÈÚ¤ÛÂÈ˜:

·) : ‚) : Á) (– ) : (ˆ + 2)

‰) : Â) : ÛÙ) :

¡· ˘ÔÏÔÁ›ÛÂÙÂ ÙÈ˜ ·Ú·ÛÙ¿ÛÂÈ˜:

·) ( � ) : ‚) : ( � )   Á) ( : ) � x + 2
x + 3

2x + 6
x – 1

x + 2
x – 1

x + 2
x + 3

2x + 6
x – 1

x + 2
x – 1

8x – 8
x + 2

4x + 4
x + 2

x – 2
x + 1

5

x – 2
x2 – 2x+4

x2 – 4
x3+8

x2 + xy
x – y

x + y
x2 – xy

(· + 1)2

‚
· +1

‚2

ˆ + 2
ˆ

1 – 2y
1 + y

2y – 1
y + 1

x + 4
15

x + 4
5

4

y2 + 3y
2y2 + 3y

4y2 – 9
4y2 – 12y+9

x2 + 5x+6
x2 + 3x

x2 + x
x2 – 4

· + 3
·2+2·

·2 – 4
·2+·– 6

x3ˆ2

x2 – ˆ2
x – ˆ
x2ˆ3

2 + y
5 – y

y – 5
y + 2

4x
x + 3

2x + 6
x2

3

x2

4ˆ2

x3

2ˆ
·2

‚3

3
y

1
y2

6
x

2

4
·2

3·‚
2‚

3
10ˆ

6‚
4·2

2·3

3‚2

1
9x

1
3x

9x
4y

x
y

1
x2

1
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x
x + 2

x + 2
..........

x
y

..........

..........
x + 2
x – 1

..........

..........
x + 2
x – 1

ˆ
y

..........
ˆ

4x
y

1
y2

1
..........

x
y

6x2

y
..........

y

2

·
‚ + 2

·
‚ + 2

·2 + 1
·

·
·2 + 1

·x – 2
x2

x – 2
x

·
x

5
y

5
x – 1

x – 1
y

3x2

2
2
x

3
2

2
x

x
y

1
y

x
xy

1
y

1
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¶ÚfiÛıÂÛË – ∞Ê·›ÚÂÛË ÚËÙÒÓ ·Ú·ÛÙ¿ÛÂˆÓ

1. ¡· Î¿ÓÂÙÂ ÙÈ˜ Ú¿ÍÂÈ˜: + –  ,        + – .

2. ªÂ ·Ó¿ÏÔÁÔ ÙÚfiÔ Ó· Î¿ÓÂÙÂ Î·È ÙÈ˜ ·Ú·Î¿Ùˆ Ú¿ÍÂÈ˜:

+ – , +  –  . 

°È· Ó· ÚÔÛı¤ÛÔ˘ÌÂ ‹ Ó· ·Ê·ÈÚ¤ÛÔ˘ÌÂ ÔÌÒÓ˘Ì· ÎÏ¿ÛÌ·Ù·, ¯ÚËÛÈÌÔÔÈÔ‡ÌÂ ÙÔ˘˜ ÂÍ‹˜

Î·ÓfiÓÂ˜

Î·È    

ªÂ ÙÔÓ ›‰ÈÔ ÙÚfiÔ ÚÔÛı¤ÙÔ˘ÌÂ ‹ ·Ê·ÈÚÔ‡ÌÂ Î·È ÚËÙ¤˜ ·Ú·ÛÙ¿ÛÂÈ˜ Ô˘ ¤¯Ô˘Ó ÙÔÓ ›‰ÈÔ

·ÚÔÓÔÌ·ÛÙ‹. °È· ·Ú¿‰ÂÈÁÌ·, 

+ – = =

= =  = = 4

AÓ fiÌˆ˜ ÔÈ ÚËÙ¤˜ ·Ú·ÛÙ¿ÛÂÈ˜ ‰ÂÓ ¤¯Ô˘Ó ÙÔÓ ›‰ÈÔ ·ÚÔÓÔÌ·ÛÙ‹, ÙfiÙÂ ‚Ú›ÛÎÔ˘ÌÂ ÙÔ
∂.∫.¶. ÙˆÓ ·ÚÔÓÔÌ·ÛÙÒÓ Î·È ÙÈ˜ ÌÂÙ·ÙÚ¤Ô˘ÌÂ ÛÂ ÚËÙ¤˜ ·Ú·ÛÙ¿ÛÂÈ˜ ÌÂ ÙÔÓ ›‰ÈÔ
·ÚÔÓÔÌ·ÛÙ‹, fiˆ˜ Î·È ÛÙ· ·ÚÈıÌËÙÈÎ¿ ÎÏ¿ÛÌ·Ù·.
°È· ·Ú¿‰ÂÈÁÌ·, ·Ó ı¤ÏÔ˘ÌÂ Ó· ˘ÔÏÔÁ›ÛÔ˘ÌÂ ÙÔ ¿ıÚÔÈÛÌ· + –  
ÂÚÁ·˙fiÌ·ÛÙÂ ˆ˜ ÂÍ‹˜:

3x 2 – 3x = 3x(x – 1) Î·È  3x – 3 = 3(x – 1)

∂.∫.¶. = 6x(x –1)

+ – = + – =

= = = = 1
6x

x–1
6x(x–1)

4+5x – 5 – 4x
6x(x–1)

4+5(x–1) – 4x
6x(x–1)

2
3(x–1)

5
6x

2
3x(x–1)

2
3x – 3

5
6x

2
3x2–3x

2
3x – 3

5
6x

2
3x2 – 3x

4(x – 2)
x – 2

4x – 8
x – 2

3x + 2x – 1 – 7 – x
x – 2

3x + (2x – 1) – (7 + x)
x – 2

7 + x
x – 2

2x – 1
x – 2

3x
x – 2

· Á · – Á
⎯ – ⎯ = ⎯
‚ ‚ ‚

· Á · + Á
⎯ + ⎯ = ⎯
‚ ‚ ‚

1
3‚

1
6·‚

3
2·

7 + x
x – 2

2x – 1
x – 2

3x
x – 2

1
3

1
6

3
2

11
9

19
9

7
9
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ñ ¶·Ú·ÁÔÓÙÔÔÈÔ‡ÌÂ ÙÔ˘˜
·ÚÔÓÔÌ·ÛÙ¤˜.

ñ μÚ›ÛÎÔ˘ÌÂ ÙÔ ∂.∫.¶. ÙˆÓ
·ÚÔÓÔÌ·ÛÙÒÓ.

ñ MÂÙ·ÙÚ¤Ô˘ÌÂ Ù· ÎÏ¿ÛÌ·Ù·
ÛÂ ÔÌÒÓ˘Ì·.

ñ EÎÙÂÏÔ‡ÌÂ ÙÈ˜ Ú¿ÍÂÈ˜ Î·È ÙÈ˜
‰˘Ó·Ù¤˜ ·ÏÔÔÈ‹ÛÂÈ˜.

2 x–1 2x



N· Á›ÓÔ˘Ó ÔÈ Ú¿ÍÂÈ˜: ·) – ‚) – –

Λύση
·) ¶·Ú·ÁÔÓÙÔÔÈÔ‡ÌÂ ÙÔ˘˜ ·ÚÔÓÔÌ·ÛÙ¤˜, ÔfiÙÂ ¤¯Ô˘ÌÂ:

x2 – 1 = (x – 1)(x + 1)  Î·È  2x – 2 = 2(x – 1)
TÔ ∂.∫.¶. ÙˆÓ ·ÚÔÓÔÌ·ÛÙÒÓ Â›Ó·È 2(x – 1)(x + 1). ÕÚ·

2 x +1

– = – = =

= =  =  =  

‚) ¶·Ú·ÁÔÓÙÔÔÈÔ‡ÌÂ ÙÔ˘˜ ·ÚÔÓÔÌ·ÛÙ¤˜, ÔfiÙÂ ¤¯Ô˘ÌÂ:
x2 – ·2 = (x – ·)(x + ·),  x2 – ·x = x(x – ·),  x2 + ·x = x(x + ·)
ΔÔ ∂.∫.¶. ÙˆÓ ·ÚÔÓÔÌ·ÛÙÒÓ Â›Ó·È x(x – ·)(x + ·). ÕÚ·

x x +· x –·

– – = – – =

= = = = 

¶Ô‡ÏËÛÂ Î¿ÔÈÔ˜ Ù· ÔÈÎfiÂ‰· ∞ Î·È μ Î·È ·fi ÙÔ
Î·ı¤Ó· ÂÈÛ¤Ú·ÍÂ 50.000 Â˘ÚÒ. ∞Ó ÌÂ Ù·
¯Ú‹Ì·Ù· ·˘Ù¿ ·ÁfiÚ·ÛÂ ÙÔ ‰È·Ì¤ÚÈÛÌ· °, Ó·
·Ô‰ÂÈ¯ıÂ› fiÙÈ Î¿ıÂ m2 ÙÔ˘ ‰È·ÌÂÚ›ÛÌ·ÙÔ˜
ÛÙÔÈ¯›˙ÂÈ fiÛÔ ¤Ó· m2 ÙÔ˘ ÔÈÎÔ¤‰Ô˘ ∞ Î·È ¤Ó· m2

ÙÔ˘ ÔÈÎÔ¤‰Ô˘ μ. (√È ‰È·ÛÙ¿ÛÂÈ˜ ‰›ÓÔÓÙ·È ÛÂ m).

Λύση
Afi Î¿ıÂ ÔÈÎfiÂ‰Ô ÂÈÛ¤Ú·ÍÂ 50000 Â˘ÚÒ, ÔfiÙÂ ÁÈ· ÙËÓ ·ÁÔÚ¿ ÙÔ˘
‰È·ÌÂÚ›ÛÌ·ÙÔ˜ ¤‰ˆÛÂ 100000 Â˘ÚÒ. ΔÔ ÂÌ‚·‰fiÓ ÙÔ˘ ÔÈÎÔ¤‰Ô˘ ∞ Â›Ó·È x(x – 1) m2,
ÙÔ˘ ÔÈÎÔ¤‰Ô˘ μ Â›Ó·È x(x + 1) m2 Î·È ÙÔ˘ ‰È·ÌÂÚ›ÛÌ·ÙÔ˜ ° Â›Ó·È (x2 – 1) m2. ∫¿ıÂ

m2 ÙÔ˘ ÔÈÎÔ¤‰Ô˘ ∞ ÛÙÔÈ¯›˙ÂÈ Â˘ÚÒ, ÙÔ˘ ÔÈÎÔ¤‰Ô˘ μ ÛÙÔÈ¯›˙ÂÈ 

Â˘ÚÒ Î·È ÙÔ˘ ‰È·ÌÂÚ›ÛÌ·ÙÔ˜ ° ÛÙÔÈ¯›˙ÂÈ  Â˘ÚÒ. ÕÚ· ¤¯Ô˘ÌÂ:

+ = = = 

¢ËÏ·‰‹, Î¿ıÂ m2 ÙÔ˘ ‰È·ÌÂÚ›ÛÌ·ÙÔ˜ ° ÛÙÔÈ¯›˙ÂÈ fiÛÔ ¤Ó· m2 ÙÔ˘ ÔÈÎÔ¤‰Ô˘ ∞ Î·È
¤Ó· m2 ÙÔ˘ ÔÈÎÔ¤‰Ô˘ μ.

100000
x2 – 1

100000x
x(x –1)(x+1)

50000(x +1) + 50000(x – 1)
x(x –1)(x +1)

50000
x(x +1)

50000
x(x – 1)

100000
x2 – 1

50000
x(x +1)

50000
x(x – 1)

2

1
x(x + ·)

x – ·
x(x – ·)(x + ·)

4x – 2x – 2· – x + ·
x(x – ·)(x + ·)

4x – 2(x + ·) – (x – ·)
x(x – ·)(x + ·)

1
x(x + ·)

2
x(x – ·)

4
(x – ·)(x + ·)

1
x2 + ·x

2
x2 – ·x

4
x2 – ·2

3
2(x +1)

3(x – 1)
2(x – 1)(x +1)

3x – 3
2(x – 1)(x +1)

18x + 12 – 15x – 15
2(x – 1)(x +1)

2(9x + 6) – 15(x +1)
2(x – 1)(x +1)

15
2(x – 1)

9x + 6
(x – 1)(x +1)

15
2x – 2

9x + 6
x2 – 1

1
x2 + ·x

2
x2 – ·x

4
x2 – ·2

15
2x – 2

9x + 6
x2 – 1

1
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B

xx

x+1

x–1

1
1

x

x

A

°

x+1 x–1



¡· ¯·Ú·ÎÙËÚ›ÛÂÙÂ ÙÈ˜ ·Ú·Î¿Ùˆ ÈÛfiÙËÙÂ˜ ÌÂ (™), ·Ó Â›Ó·È ÛˆÛÙ¤˜ ‹ ÌÂ (§), ·Ó Â›Ó·È
Ï·Óı·ÛÌ¤ÓÂ˜.

·) +  = 1 ‚) +  = 

Á) –  = 1 ‰) + = 0 

Â) 1 +  = ÛÙ) – = 

ŒÓ·˜ Ì·ıËÙ‹˜ ¤ÁÚ·„Â ÙÈ˜ ·Ú·Î¿Ùˆ ÈÛfiÙËÙÂ˜ Î·È Ô Î·ıËÁËÙ‹˜ ÙÔ˘ Â›Â fiÙÈ ÛÂ
Î¿ÔÈÔ ÛËÌÂ›Ô ¤Î·ÓÂ ¤Ó· Ï¿ıÔ˜. ªÔÚÂ›ÙÂ Ó· ÂÓÙÔ›ÛÂÙÂ ÙÔ Ï¿ıÔ˜ ·˘Ùfi;

·) + = – = = 1

‚) – = = = 1

N· Û˘ÌÏËÚÒÛÂÙÂ ÙÈ˜ ÈÛfiÙËÙÂ˜:

·) – .......... = 0 ‚) +.......... = 1 Á) ..........+ = 

‰) .......... – = Â) +.......... = 2 ÛÙ) – .......... = 3

¡· ˘ÔÏÔÁ›ÛÂÙÂ ÙÈ˜ ·Ú·ÛÙ¿ÛÂÈ˜:

·) + ‚) – Á) – ‰) –

¡· ˘ÔÏÔÁ›ÛÂÙÂ ÙÈ˜ ·Ú·ÛÙ¿ÛÂÈ˜:

·) – ‚) – Á) –

‰) + Â) + ÛÙ) –

¡· ·ÏÔÔÈ‹ÛÂÙÂ Ù· ÎÏ¿ÛÌ·Ù·:

·) ‚) Á) ‰)

1    1
�  –  �·    ‚
‚ ·
�  – �
·    ‚

1 ̂+ 1+ �̂

1 1 – �ˆ3

1y – 2 + �y
1 y – �y

1x – �x
1 1+ �x

3

3
· + 1

· + 7
·2 + 4· + 3

3ˆ
ˆ2 – xˆ

9x
x2 – xˆ

x
36 – x2

1
2x + 12

4
2  ̂– 4

3ˆ + 6
ˆ2 – 4

4
y + 2

y – 6
y2 + 2y

3
x – 3

2x
2x – 6

2

2
ˆ2 + 1

1
ˆ2

1
y

1
y2

2
x

3
x + 1

1
y

1
x

1
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3x + 8
x

2x – 1
x

1
x + 2

5
x + 2

2x
x + 1

x
x + 1

x
x + 6

x
x + 6

3

x + 1
x + 1

3x + 2 – 2x – 1
x + 1

2x – 1
x + 1

3x + 2
x + 1

· – ‚
· – ‚

‚
· – ‚

·
· – ‚

‚
‚ – ·

·
· – ‚

2

2
x

· + 2
x

·
x

1 + x
ˆ

x
ˆ

· + ‚
‚ – ·

· + ‚
· – ‚

4
·

· + 4
·

2
x + y

1
y

1
x

1
x + 1

x
x + 1

1
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¡· ˘ÔÏÔÁ›ÛÂÙÂ ÙÈ˜ ·Ú·ÛÙ¿ÛÂÈ˜:

·) + – ‚) – +

Á) – + ‰) + –

¡· ˘ÔÏÔÁ›ÛÂÙÂ ÙÈ˜ ·Ú·ÛÙ¿ÛÂÈ˜:

·) ( – )(1 + ) ‚) � + � :

Á) ( 1 – )( + ) ‰) ( + – 1) : ( + )

·) ¡· ·Ô‰Â›ÍÂÙÂ fiÙÈ  + xy = (x + y)2.

‚) ¡· ˘ÔÏÔÁ›ÛÂÙÂ ÙËÓ ·Ú¿ÛÙ·ÛË  + 56 � 44.

·) ∞Ó  ∞ = Î·È  μ = , Ó· ·Ô‰Â›ÍÂÙÂ fiÙÈ ∞2 + μ2 = 1.

‚) ¡· ·Ô‰Â›ÍÂÙÂ fiÙÈ ÔÈ ·ÚÈıÌÔ› 1,  , ·ÔÙÂÏÔ‡Ó Ì‹ÎË ÏÂ˘ÚÒÓ
ÔÚıÔÁˆÓ›Ô˘ ÙÚÈÁÒÓÔ˘.

¡· ‚ÚÂ›ÙÂ ÙËÓ ÙÈÌ‹ ÙË˜ ·Ú¿ÛÙ·ÛË˜

∫ = ·3 – (1 + ·)–2 + 4( + )–1
+ �( – 2004)2004�0

, ·Ó Â›Ó·È · = – Î·È ‚ = 3.

(¢È·ÁˆÓÈÛÌfi˜ «£·Ï‹˜» ∂.ª.∂. 2002).
°È· Î¿ıÂ ıÂÙÈÎfi ·Î¤Ú·ÈÔ Ó, Ó· ·Ô‰Â›ÍÂÙÂ fiÙÈ:
·) (· – ‚ + 3Á)2Ó+1 + (‚ – · – 3Á)2Ó+1 = 0 ‚) (x – y – ˆ)2Ó – (y + ˆ – x)2Ó = 0

∞Ó ÈÛ¯‡ÂÈ = – , Ó· ‚ÚÂ›ÙÂ ÙËÓ ·ÚÈıÌËÙÈÎ‹ ÙÈÌ‹ ÙˆÓ ·Ú·ÛÙ¿ÛÂˆÓ:

∞ = B = 

¢›ÓÂÙ·È ÙÔ ÔÏ˘ÒÓ˘ÌÔ ƒ(x) = –2x2 + 2x + 800.
·) ¡· ·Ô‰Â›ÍÂÙÂ fiÙÈ ƒ(1 – x) = P(x).
‚) ¡· ‚ÚÂ›ÙÂ ÙËÓ ·ÚÈıÌËÙÈÎ‹ ÙÈÌ‹ ƒ(100) Î·È ƒ(–99).

4

2x3 – 2xy2 + 3y3

x2y + y3

4x2 – 6xy + y2

x2 + y2

1
2

x
y3

2

3
2

‚
· 

1
2 

‚
·

1

°∂¡π∫∂™ ∞™∫∏™∂π™ 1Ô˘ ∫∂º∞§∞π√À

9999
10001

200
10001

x2 – 1
x2 + 1

2x
x2 + 1

7

563 – 443

12

x3 – y3

x – y
6

‚2

· 
·2

‚
‚
· 

·
‚

· + ‚
· – ‚

·
‚

2·‚
·2 + ‚2

x2 – 3
(x –1)2

x – 3
(x –1)2

x + 3
x2 – 1

1
4x – 3

x
2x – 1

x + 3
2x + 1

5

2xy2

x2 – y2

y2

x + y
x2

x – y
3

y – 3
2

y – 2
y2 – 6

y2 – 5y + 6

2x + 16y
x2 – 4y2

2
x – 2y

3
x + 2y

8
x2 – 2x

4
x – 2

x – 2
x

4
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·) ¡· ·Ô‰Â›ÍÂÙÂ fiÙÈ ·3 + ‚3 + Á3 – 3·‚Á = (· + ‚ + Á)(·2 + ‚2 + Á2 – ·‚ – ‚Á – Á·).
(Δ·˘ÙfiÙËÙ·  ∂uler).

‚) ∞Ó · + ‚ + Á = 0, Ó· ·Ô‰Â›ÍÂÙÂ fiÙÈ ·3 + ‚3 + Á3 = 3·‚Á.
Á) ¡· ·Ú·ÁÔÓÙÔÔÈ‹ÛÂÙÂ ÙËÓ ·Ú¿ÛÙ·ÛË (x – y)3 + (y – ˆ)3 + (ˆ – x)3.

AÓ · + ‚ = – Î·È ·‚ = – , ÙfiÙÂ Ó· ·Ô‰Â›ÍÂÙÂ fiÙÈ:

·) ·2 + ‚2 =  ‚) (3· + 1)2 + (3‚ + 1)2 + 9(· + ‚) = 40

AÓ ÁÈ· ÙÔ˘˜ ·ÚÈıÌÔ‡˜ x, y ÈÛ¯‡ÂÈ ÌÈ· ·fi ÙÈ˜ ·Ú·Î¿Ùˆ ÈÛfiÙËÙÂ˜ Ó· ·Ô‰Â›ÍÂÙÂ fiÙÈ ÔÈ
·ÚÈıÌÔ› x, y Â›Ó·È ›ÛÔÈ ‹ ·ÓÙ›ıÂÙÔÈ.
·) x4 – 2y2 = x2(y2 – 2) ‚) x3 + y3 = x2y + xy2

·) ¡· ·Ú·ÁÔÓÙÔÔÈ‹ÛÂÙÂ Ù· ÙÚÈÒÓ˘Ì· x2 + 4x + 3, x2 + 2x – 3.

‚) ¡· ˘ÔÏÔÁ›ÛÂÙÂ ÙËÓ ·Ú¿ÛÙ·ÛË ∞ = + + 

¢›ÓÔÓÙ·È ÔÈ ·Ú·ÛÙ¿ÛÂÈ˜ ∞ = x(x + 3) Î·È μ = (x + 1)(x + 2).
·) ¡· ·Ô‰Â›ÍÂÙÂ fiÙÈ μ = ∞ + 2 Î·È ∞μ + 1 = (∞ + 1)2.
‚) ¡· ·Ú·ÁÔÓÙÔÔÈ‹ÛÂÙÂ ÙËÓ ·Ú¿ÛÙ·ÛË x(x + 1)(x + 2)(x + 3) + 1.

·) ΔÔ ÂÌ‚·‰fiÓ ÂÓfi˜ Î‡ÎÏÔ˘ Â›Ó·È 16x4 + 8x2 + . ¡· ‚ÚÂ›ÙÂ ÙËÓ ·ÎÙ›Ó· ÙÔ˘.
‚) ¡· ‚ÚÂ›ÙÂ ÙËÓ ·ÎÙ›Ó· ÂÓfi˜ Î‡ÎÏÔ˘ Ô˘ ¤¯ÂÈ ÂÌ‚·‰fiÓ ›ÛÔ ÌÂ ÙÔ ¿ıÚÔÈÛÌ· ÙˆÓ

ÂÌ‚·‰ÒÓ ‰‡Ô Î‡ÎÏˆÓ ÌÂ ·ÎÙ›ÓÂ˜ 4x Î·È 4x2 – 1.

·) AÓ Ô ·ÚÈıÌfi˜ Î Â›Ó·È ·Î¤Ú·ÈÔ˜, Ó· ·Ô‰Â›ÍÂÙÂ fiÙÈ Ô ·ÚÈıÌfi˜ Î2 + Î Â›Ó·È ¿ÚÙÈÔ˜.
‚) ¡· ·Ô‰Â›ÍÂÙÂ fiÙÈ Ë ‰È·ÊÔÚ¿ Î‡‚ˆÓ ‰‡Ô ‰È·‰Ô¯ÈÎÒÓ ·ÎÂÚ·›ˆÓ, ·Ó ‰È·ÈÚÂıÂ› ÌÂ ÙÔ

6, ‰›ÓÂÈ ˘fiÏÔÈÔ 1.
Á) ¡· ·Ô‰Â›ÍÂÙÂ fiÙÈ Ë ‰È·ÊÔÚ¿ ÙÂÙÚ·ÁÒÓˆÓ ‰‡Ô ÂÚÈÙÙÒÓ ·ÎÂÚ·›ˆÓ Â›Ó·È ÔÏÏ·Ï¿-

ÛÈÔ ÙÔ˘ 8.

·) ¡· Î¿ÓÂÙÂ ÙË ‰È·›ÚÂÛË (x6 – 1) : (x – 1) Î·È ¯ÚËÛÈÌÔÔÈÒÓÙ·˜ ÙËÓ Ù·˘ÙfiÙËÙ· ÙË˜
∂˘ÎÏÂ›‰ÂÈ·˜ ‰È·›ÚÂÛË˜ Ó· ·Ô‰Â›ÍÂÙÂ fiÙÈ Ô ·ÚÈıÌfi˜ 76 – 1 Â›Ó·È ÔÏÏ·Ï¿ÛÈÔ ÙÔ˘ 6.

‚) ¡· Î¿ÓÂÙÂ ÙË ‰È·›ÚÂÛË (x5 + 1) : (x + 1) Î·È ¯ÚËÛÈÌÔÔÈÒÓÙ·˜ ÙËÓ Ù·˘ÙfiÙËÙ· ÙË˜
∂˘ÎÏÂ›‰ÂÈ·˜ ‰È·›ÚÂÛË˜ Ó· ·Ô‰Â›ÍÂÙÂ fiÙÈ Ô ·ÚÈıÌfi˜ 215 + 1 Â›Ó·È ÔÏÏ·Ï¿ÛÈÔ ÙÔ˘ 9.

·) ¡· ·Ô‰Â›ÍÂÙÂ fiÙÈ =  – . 

‚) ™ÙËÓ ÚÔËÁÔ‡ÌÂÓË ÈÛfiÙËÙ· Ó· ·ÓÙÈÎ·Ù·ÛÙ‹ÛÂÙÂ ÙÔ x ‰È·‰Ô¯ÈÎ¿ ÌÂ ÙÈ˜ ÙÈÌ¤˜ 2, 3, 4,

..., 2008 Î·È Ó· ·Ô‰Â›ÍÂÙÂ fiÙÈ +  +  + ... + =
2007
2008

1
2007 � 2008

1
3 � 4

1
2 � 3

1
1 � 2

1
x

1
x – 1

1
(x – 1)x13

12

11

10

9

1
x2 + 2x – 3

1
x2 – 1

1
x2 + 4x + 3

8

7

43
9

7
3

1
36

5

82

M¤ÚÔ˜ ∞ - ∫ÂÊ¿Ï·ÈÔ 1Ô



ñ ∞ÏÁÂ‚ÚÈÎ‹ ¶·Ú¿ÛÙ·ÛË Â›Ó·È ÌÈ· ¤ÎÊÚ·ÛË Ô˘ ÂÚÈ¤¯ÂÈ ·ÚÈıÌÔ‡˜ Î·È ÌÂÙ·‚ÏËÙ¤˜
.¯.   2x2 – 3χy + 4

ñ ∞ÚÈıÌËÙÈÎ‹ ΔÈÌ‹ ÌÈ·˜ ·Ú¿ÛÙ·ÛË˜ Â›Ó·È Ô ·ÚÈıÌfi˜ Ô˘ ÚÔÎ‡ÙÂÈ, ·Ó ·ÓÙÈÎ·Ù·ÛÙ‹ÛÔ˘ÌÂ ÙÈ˜
ÌÂÙ·‚ÏËÙ¤˜ ÙË˜ ÌÂ ·ÚÈıÌÔ‡˜ Î·È Î¿ÓÔ˘ÌÂ ÙÈ˜ Ú¿ÍÂÈ˜.

ñ ªÔÓÒÓ˘ÌÔ Ï¤ÁÂÙ·È ÌÈ· ·Î¤Ú·È· ·ÏÁÂ‚ÚÈÎ‹ ·Ú¿ÛÙ·ÛË ÛÙËÓ ÔÔ›· ÌÂÙ·Í‡ ÙˆÓ ·ÚÈıÌÒÓ Î·È
ÙˆÓ ÌÂÙ·‚ÏËÙÒÓ ÙË˜ ÛËÌÂÈÒÓÂÙ·È ÌfiÓÔ Ë Ú¿ÍË ÙÔ˘ ÔÏÏ·Ï·ÛÈ·ÛÌÔ‡.

.¯.     –3x2y (–3 συντελεστής, x 2y κύριο μέρος του μονώνυμου).
ñ ŸÌÔÈ· Ï¤ÁÔÓÙ·È Ù· ÌÔÓÒÓ˘Ì· Ô˘ ¤¯Ô˘Ó ÙÔ ›‰ÈÔ Î‡ÚÈÔ Ì¤ÚÔ˜, .¯. –3x2y , 7χ2y, –x2y

– Ë ¶ÚfiÛıÂÛË Î·È Ë ∞Ê·›ÚÂÛË ÌÔÓˆÓ‡ÌˆÓ ¤¯ÂÈ Û·Ó ·ÔÙ¤ÏÂÛÌ· ÌÔÓÒÓ˘ÌÔ, ÂÊfiÛÔÓ
·˘Ù¿ Â›Ó·È fiÌÔÈ·.
ÕıÚÔÈÛÌ· ÔÌÔ›ˆÓ ÌÔÓˆÓ‡ÌˆÓ Â›Ó·È ¤Ó· ÌÔÓÒÓ˘ÌÔ fiÌÔÈÔ ÌÂ ·˘Ù¿, Ô˘ ¤¯ÂÈ Û˘ÓÙÂÏÂ-
ÛÙ‹ ÙÔ ¿ıÚÔÈÛÌ· ÙˆÓ Û˘ÓÙÂÏÂÛÙÒÓ ÙÔ˘˜.

.¯.   2x2y + 3χ2y – χ2y = 4χ2y
AÓ·ÁˆÁ‹ ÔÌÔ›ˆÓ fiÚˆÓ Ï¤ÁÂÙ·È Ë ·ÓÙÈÎ·Ù¿ÛÙ·ÛË ÙˆÓ ÔÌÔ›ˆÓ ÌÔÓˆÓ‡ÌˆÓ ÌÂ ÙÔ ¿ıÚÔÈÛÌ¿
ÙÔ˘˜.                                .¯.   6x2 + 2χ – 4χ2 + 3χ = 2χ2 + 5χ

– Ô ¶ÔÏÏ·Ï·ÛÈ·ÛÌfi˜ Î·È Ë ¢È·›ÚÂÛË ÌÔÓˆÓ‡ÌˆÓ Á›ÓÔÓÙ·È Â›ÙÂ Ù· ÌÔÓÒÓ˘Ì· Â›Ó·È
fiÌÔÈ· Â›ÙÂ fi¯È.
°ÈÓfiÌÂÓÔ ÌÔÓˆÓ‡ÌˆÓ Â›Ó·È ¤Ó· ÌÔÓÒÓ˘ÌÔ ÌÂ Û˘ÓÙÂÏÂÛÙ‹ ÙÔ ÁÈÓfiÌÂÓÔ ÙˆÓ Û˘ÓÙÂÏÂ-
ÛÙÒÓ ÙÔ˘˜ Î·È Î‡ÚÈÔ Ì¤ÚÔ˜ ÙÔ ÁÈÓfiÌÂÓÔ fiÏˆÓ ÙˆÓ ÌÂÙ·‚ÏËÙÒÓ ÙÔ˘˜, ÌÂ ÂÎı¤ÙË Î·ıÂ-
ÌÈ¿˜ ÙÔ ¿ıÚÔÈÛÌ· ÙˆÓ ÂÎıÂÙÒÓ ÙÔ˘˜. .¯.   (3x 2y) � (–2χy3) = – 6x3y4 

¶ËÏ›ÎÔ ‰‡Ô ÌÔÓˆÓ‡ÌˆÓ Â›Ó·È Ë ·ÏÁÂ‚ÚÈÎ‹ ·Ú¿ÛÙ·ÛË Ô˘ Â›Ó·È ÁÈÓfiÌÂÓÔ ÙÔ˘ ‰È·ÈÚÂ-
Ù¤Ô˘ ÌÂ ÙÔÓ ·ÓÙ›ÛÙÚÔÊÔ ÙÔ˘ ‰È·ÈÚ¤ÙË.

.¯.   (–12x 4y) : (3χ2y) = –12x4y � = = –4x2

ñ ¶ÔÏ˘ÒÓ˘ÌÔ Ï¤ÁÂÙ·È ÙÔ ¿ıÚÔÈÛÌ· ÌÔÓˆÓ‡ÌˆÓ, Ô˘ ‰‡Ô ÙÔ˘Ï¿¯ÈÛÙÔÓ ·fi ·˘Ù¿ ‰ÂÓ Â›Ó·È
fiÌÔÈ·. .¯.   3x2y – 5χy + 2 (ΔÔ ÌÔÓÒÓ˘Ì· 3x2y, 5χy, 2 Ï¤ÁÔÓÙ·È fiÚÔÈ ÙÔ˘

ÔÏ˘ˆÓ‡ÌÔ˘).

– °È· Ó· ÚÔÛı¤ÛÔ˘ÌÂ - ·Ê·ÈÚ¤ÛÔ˘ÌÂ ÔÏ˘ÒÓ˘Ì· ‚Á¿˙Ô˘ÌÂ ÙÈ˜ ·ÚÂÓı¤-
ÛÂÈ˜ Î·È Î¿ÓÔ˘ÌÂ ·Ó·ÁˆÁ‹ ÔÌÔ›ˆÓ fiÚˆÓ.

– °È· Ó· ÔÏÏ·Ï·ÛÈ¿ÛÔ˘ÌÂ
·) ÌÔÓÒÓ˘ÌÔ ÌÂ ÔÏ˘ÒÓ˘ÌÔ ÔÏÏ·Ï·ÛÈ¿˙Ô˘ÌÂ ÙÔ ÌÔÓÒÓ˘ÌÔ ÌÂ Î¿ıÂ fiÚÔ ÙÔ˘

ÔÏ˘ˆÓ‡ÌÔ˘ Î·È ÛÙË Û˘Ó¤¯ÂÈ· Î¿ÓÔ˘ÌÂ ·Ó·ÁˆÁ‹ ÔÌÔ›ˆÓ fiÚˆÓ.
‚) ÔÏ˘ÒÓ˘ÌÔ ÌÂ ÔÏ˘ÒÓ˘ÌÔ ÔÏÏ·Ï·ÛÈ¿˙Ô˘ÌÂ Î¿ıÂ fiÚÔ ÙÔ˘ ÂÓfi˜ ÔÏ˘ˆÓ‡ÌÔ˘

ÌÂ Î¿ıÂ fiÚÔ ÙÔ˘ ¿ÏÏÔ˘ Î·È ÛÙË Û˘Ó¤¯ÂÈ· Î¿ÓÔ˘ÌÂ ·Ó·ÁˆÁ‹ ÔÌÔ›ˆÓ fiÚˆÓ.

– ∞Ó ¤¯Ô˘ÌÂ ‰‡Ô ÔÏ˘ÒÓ˘Ì· ¢(x) Î·È ‰(x) ÌÂ ‰(x) � 0 Î·È Î¿ÓÔ˘ÌÂ ÙË ‰È·›ÚÂÛË
¢(x) : ‰(x), ÙfiÙÂ ‚Ú›ÛÎÔ˘ÌÂ ¤Ó· ÌÔÓ·‰ÈÎfi ˙Â‡ÁÔ˜ ÔÏ˘ˆÓ‡ÌˆÓ (x) Î·È ˘(x)
ÁÈ· Ù· ÔÔ›· ÈÛ¯‡ÂÈ: Δ(x) = δ(χ)π(χ) + υ(χ) (Ταυτότητα της Ευκλείδειας διαίρεσης)
fiÔ˘ ÙÔ ˘(x) ‹ Â›Ó·È ›ÛÔ ÌÂ ÌË‰¤Ó ‹ ¤¯ÂÈ ‚·ıÌfi ÌÈÎÚfiÙÂÚÔ ·fi ÙÔ ‚·ıÌfi ÙÔ˘
‰(x). AÓ ˘(x) = 0, ÙfiÙÂ Ë ‰È·›ÚÂÛË Ï¤ÁÂÙ·È Ù¤ÏÂÈ· Î·È Ù· ‰(x) Î·È (x) Ï¤ÁÔÓÙ·È
·Ú¿ÁÔÓÙÂ˜ ‹ ‰È·ÈÚ¤ÙÂ˜ ÙÔ˘ ¢(x).

–12x4y

3χ2y

1

3χ2y

Α .  ΜΟΝΩΝΥΜΑ – ΠΟΛΥΩΝΥΜΑ

E¶∞¡∞§∏æ∏ – ∞¡∞∫∂º∞§∞πø™∏ 1o˘ K∂º∞§∞π√À
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ñ √È ÈÛfiÙËÙÂ˜ Ô˘ ÂÚÈ¤¯Ô˘Ó ÌÂÙ·‚ÏËÙ¤˜ Î·È ÔÈ ÔÔ›Â˜ ·ÏËıÂ‡Ô˘Ó ÁÈ· fiÏÂ˜ ÙÈ˜ ÙÈÌ¤˜ ÙˆÓ ÌÂÙ·-
‚ÏËÙÒÓ ÙÔ˘˜ ÔÓÔÌ¿˙ÔÓÙ·È Ù·˘ÙfiÙËÙÂ˜.
∞ÍÈÔÛËÌÂ›ˆÙÂ˜ Ù·˘ÙfiÙËÙÂ˜ Â›Ó·È: 

ñ ¶·Ú·ÁÔÓÙÔÔ›ËÛË Â›Ó·È Ô ÌÂÙ·Û¯ËÌ·ÙÈÛÌfi˜ ÌÈ·˜ ·Ú¿ÛÙ·ÛË˜ ·fi ¿ıÚÔÈÛÌ· ÛÂ ÁÈÓfiÌÂÓÔ.
∏ ·Ú·ÁÔÓÙÔÔ›ËÛË Á›ÓÂÙ·È ÛÂ ·Ú¿ÛÙ·ÛË Ô˘ ˘¿Ú¯ÂÈ:

ñ ªÈ· ·ÏÁÂ‚ÚÈÎ‹ ·Ú¿ÛÙ·ÛË Ô˘ Â›Ó·È ÎÏ¿ÛÌ· ÌÂ fiÚÔ˘˜ ÔÏ˘ÒÓ˘Ì·, Ï¤ÁÂÙ· ÚËÙ‹ ·ÏÁÂ‚ÚÈÎ‹
·Ú¿ÛÙ·ÛË ‹ ·ÏÒ˜ ÚËÙ‹ ·Ú¿ÛÙ·ÛË.

.¯. 

√È ÌÂÙ·‚ÏËÙ¤˜ ÌÈ·˜ ÚËÙ‹˜ ·Ú¿ÛÙ·ÛË˜ ‰ÂÓ ÌÔÚÔ‡Ó Ó· ¿ÚÔ˘Ó ÙÈÌ¤˜ Ô˘ ÌË‰ÂÓ›˙Ô˘Ó ÙÔÓ
·ÚÔÓÔÌ·ÛÙ‹. °È· Ó· ·ÏÔÔÈ‹ÛÔ˘ÌÂ ÌÈ· ÚËÙ‹ ·ÏÁÂ‚ÚÈÎ‹ ·Ú¿ÛÙ·ÛË, ·Ú·ÁÔÓÙÔÔÈÔ‡ÌÂ Î·È
ÙÔ˘˜ ‰‡Ô fiÚÔ˘˜ ÙË˜ Î·È ‰È·ÁÚ¿ÊÔ˘ÌÂ ÙÔÓ ÎÔÈÓfi ·Ú¿ÁÔÓÙ·. √È Ú¿ÍÂÈ˜ ÌÂ ÙÈ˜ ÚËÙ¤˜
·Ú·ÛÙ¿ÛÂÈ˜ Á›ÓÔÓÙ·È fiˆ˜ Î·È ÔÈ Ú¿ÍÂÈ˜ ÙˆÓ ·ÚÈıÌËÙÈÎÒÓ ÎÏ·ÛÌ¿ÙˆÓ.

2x2 – 5
χ + 4

Δ .  ΡΗΤΕΣ ΠΑΡΑΣΤΑΣΕΙΣ

x2 + (· + ‚)x + ·‚ = (x + ·)(x + ‚)ΔÚÈÒÓ˘ÌÔ ÙË˜ ÌÔÚÊ‹˜ x2 + (· + ‚)x + ·‚

·2 + 2·‚ + ‚2 = (· + ‚)2

·2 – 2·‚ + ‚2 = (· –  ‚)2∞Ó¿Ù˘ÁÌ· ÙÂÙÚ·ÁÒÓÔ˘

·3 + ‚3 = (· + ‚)(·2 – ·‚ + ‚2)
·3 – ‚3 = (· –  ‚) (·2 + ·‚ + ‚2)

ÕıÚÔÈÛÌ· – ¢È·ÊÔÚ¿ Î‡‚ˆÓ

·2 – ‚2 = (· + ‚)(· –  ‚)¢È·ÊÔÚ¿ ÙÂÙÚ·ÁÒÓˆÓ

·x + ·y + ‚x + ‚y =
= ·(x + y) + ‚(x + y) = (· + ‚)(x + y)

∫ÔÈÓfi˜ ·Ú¿ÁÔÓÙ·˜ ÛÂ ÔÌ¿‰Â˜ fiÚˆÓ
ÙË˜ ·Ú¿ÛÙ·ÛË˜

·x + ‚x = x(· + ‚)∫ÔÈÓfi˜ ·Ú¿ÁÔÓÙ·˜ Û’ fiÏÔ˘˜ ÙÔ˘˜ fiÚÔ˘˜

Γ .  ΠΑΡΑΓΟΝΤΟΠΟΙΗΣΗ

(· + ‚)(·2 – ·‚ + ‚2)  = ·3 + ‚3ÕıÚÔÈÛÌ· Î‡‚ˆÓ

(· –  ‚) (·2 + ·‚ + ‚2)  = ·3 – ‚3¢È·ÊÔÚ¿ Î‡‚ˆÓ

(· + ‚)(· –  ‚)  = ·2 – ‚2°ÈÓfiÌÂÓÔ ·ıÚÔ›ÛÌ·ÙÔ˜ Â› ‰È·ÊÔÚ¿

(· –  ‚)3 = ·3 – 3·2‚ + 3·‚2 – ‚3∫‡‚Ô˜ ‰È·ÊÔÚ¿˜

(· + ‚)3 = ·3 + 3·2‚ + 3·‚2+ ‚3∫‡‚Ô˜ ·ıÚÔ›ÛÌ·ÙÔ˜

(· –  ‚)2 = ·2 – 2·‚ + ‚2ΔÂÙÚ¿ÁˆÓÔ ‰È·ÊÔÚ¿˜

(· + ‚)2 = ·2 + 2·‚ + ‚2ΔÂÙÚ¿ÁˆÓÔ ·ıÚÔ›ÛÌ·ÙÔ˜

Β.  ΤΑΥΤΟΤΗΤΕΣ
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