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✔ Μαθαίνω τι ονομάζεται γραμμική εξίσωση με δύο
αγνώστους και πώς παριστάνεται γραφικά.

∞Ó ÛÙÔ ‰ÈÏ¿ÛÈÔ ÂÓfi˜ ·ÚÈıÌÔ‡ x ÚÔÛı¤ÛÔ˘ÌÂ ¤Ó·Ó ·ÚÈıÌfi y, ‚Ú›ÛÎÔ˘ÌÂ ¿ıÚÔÈÛÌ· 6.
·) ¡· ‚ÚÂ›ÙÂ ÔÈ· Û¯¤ÛË Û˘Ó‰¤ÂÈ ÙÔ˘˜ ·ÚÈıÌÔ‡˜ x Î·È y.
‚) ¶ÔÈ· ·fi Ù· ˙Â‡ÁË (–1, 8), (0, 6), (–2, 7), (2, 2) (3, 0), (3, 5) Â·ÏËıÂ‡Ô˘Ó ÙËÓ

ÚÔËÁÔ‡ÌÂÓË Û¯¤ÛË; 
Á) ™’ ¤Ó· Û‡ÛÙËÌ· ·ÍfiÓˆÓ Ó· ·Ú·ÛÙ‹ÛÂÙÂ ÌÂ ÛËÌÂ›· fiÛ· ·fi Ù· ÚÔËÁÔ‡ÌÂÓ· ˙Â‡ÁË

Â·ÏËıÂ‡Ô˘Ó ÙË Û¯¤ÛË. ªÂ ÙË ‚Ô‹ıÂÈ· ÂÓfi˜ ¯¿Ú·Î· Ó· ÂÍÂÙ¿ÛÂÙÂ ·Ó fiÏ· ·˘Ù¿ Ù·
ÛËÌÂ›· ‚Ú›ÛÎÔÓÙ·È ¿Óˆ ÛÂ ÌÈ· Â˘ıÂ›· Â.

‰) ¶¿Óˆ ÛÙËÓ Â˘ıÂ›· Â Ó· ¿ÚÂÙÂ ¤Ó· ÔÔÈÔ‰‹ÔÙÂ ÛËÌÂ›Ô ª Î·È Ó· ÂÍÂÙ¿ÛÂÙÂ ·Ó ÔÈ
Û˘ÓÙÂÙ·ÁÌ¤ÓÂ˜ ÙÔ˘ Â·ÏËıÂ‡Ô˘Ó ÙË Û¯¤ÛË.

∏ ÂÍ›ÛˆÛË ·x + ‚y = Á
À¿Ú¯Ô˘Ó ÚÔ‚Ï‹Ì·Ù· Ô˘ Ë Â›Ï˘Û‹ ÙÔ˘˜ Ô‰ËÁÂ› ÛÂ ÂÍ›ÛˆÛË ÌÂ ‰‡Ô ·ÁÓÒÛÙÔ˘˜ x, y
Î·È Ë ÔÔ›· Â›Ó·È ÙË˜ ÌÔÚÊ‹˜ ·x + ‚y = Á.
°È· ·Ú¿‰ÂÈÁÌ·, Ë ÂÍ›ÛˆÛË 2x + y = 6 Â›Ó·È ÙË˜ ÌÔÚÊ‹˜ ·˘Ù‹˜, ÌÂ · = 2, ‚ = 1 Î·È Á = 6.
¶·Ú·ÙËÚÔ‡ÌÂ fiÙÈ ÁÈ· x = 1 Î·È y = 4 Ë ÂÍ›ÛˆÛË 2x + y = 6 Â·ÏËıÂ‡ÂÙ·È, ·ÊÔ‡
2 � 1 + 4 = 6, ÂÓÒ ÁÈ· x = 3 Î·È y = 5 ‰ÂÓ Â·ÏËıÂ‡ÂÙ·È, ·ÊÔ‡ 2 � 3 + 5 = 11 � 6.
ΔÔ ˙Â‡ÁÔ˜ ÙˆÓ ·ÚÈıÌÒÓ (1, 4) Ô˘ Â·ÏËıÂ‡ÂÈ ÙËÓ ÂÍ›ÛˆÛË 2x + y = 6, Ï¤ÌÂ fiÙÈ Â›Ó·È Ì›·
Ï‡ÛË ÙË˜.

§‡ÛË ÌÈ·˜ ÂÍ›ÛˆÛË˜ ·x + ‚y = Á ÔÓÔÌ¿˙ÂÙ·È Î¿ıÂ ˙Â‡ÁÔ˜ ·ÚÈıÌÒÓ (x, y) Ô˘ ÙËÓ 
Â·ÏËıÂ‡ÂÈ.

∏ ÂÍ›ÛˆÛË fiÌˆ˜ 2x + y = 6 ‰ÂÓ ¤¯ÂÈ Ï‡ÛË ÌfiÓÔ ÙÔ ˙Â‡ÁÔ˜ (1, 4), ·ÏÏ¿ ¤¯ÂÈ ¿ÂÈÚÂ˜ Ï‡ÛÂÈ˜.
¶Ú¿ÁÌ·ÙÈ, ÁÈ· ÔÔÈ·‰‹ÔÙÂ ÙÈÌ‹ ÙÔ˘ x ÌÔÚÔ‡ÌÂ Ó· ÚÔÛ‰ÈÔÚ›ÛÔ˘ÌÂ ÙËÓ ·ÓÙ›ÛÙÔÈ¯Ë ÙÈÌ‹
ÙÔ˘ y, ÒÛÙÂ ÙÔ ˙Â‡ÁÔ˜ (x, y) Ó· Â›Ó·È Ï‡ÛË ÙË˜ Î·È ¤ÙÛÈ Ó· Û¯ËÌ·Ù›ÛÔ˘ÌÂ ¤Ó·Ó ›Ó·Î· ÙÈÌÒÓ.

°È· x = –1 ¤¯Ô˘ÌÂ 2 � (–1) + y = 6, ÔfiÙÂ y = 8.
°È· x = 0 ¤¯Ô˘ÌÂ 2 � 0 + y = 6, ÔfiÙÂ y = 6.
°È· x = 2 ¤¯Ô˘ÌÂ 2 � 2 + y = 6, ÔfiÙÂ y = 2.
°È· x = 3 ¤¯Ô˘ÌÂ 2 � 3 + y = 6, ÔfiÙÂ y = 0    Î.Ù.Ï.

ÕÚ· Ù· ˙Â‡ÁË    (–1, 8), (0, 6), (2, 2), (3, 0), ... Â›Ó·È Ï‡ÛÂÈ˜ ÙË˜ ÂÍ›ÛˆÛË˜ 2x + y = 6.
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AÓ Û’ ¤Ó· Û‡ÛÙËÌ· ·ÍfiÓˆÓ ÚÔÛ‰ÈÔÚ›ÛÔ˘ÌÂ Ù· ÛËÌÂ›·
Ô˘ Î·ı¤Ó· ¤¯ÂÈ Û˘ÓÙÂÙ·ÁÌ¤ÓÂ˜ ÌÈ· Ï‡ÛË ÙË˜
ÂÍ›ÛˆÛË˜ 2x + y = 6, ·Ú·ÙËÚÔ‡ÌÂ fiÙÈ ·˘Ù¿ ‚Ú›ÛÎÔ-
ÓÙ·È ÛÂ ÌÈ· Â˘ıÂ›· Â.

∞ÓÙÈÛÙÚfiÊˆ˜, ·Ó ¿ÚÔ˘ÌÂ ¤Ó· ÔÔÈÔ‰‹ÔÙÂ ÛËÌÂ›Ô
ÙË˜ Â˘ıÂ›·˜ Â, .¯. ÙÔ ª(4, –2), ·Ú·ÙËÚÔ‡ÌÂ fiÙÈ ÔÈ Û˘Ó-
ÙÂÙ·ÁÌ¤ÓÂ˜ ÙÔ˘ Â·ÏËıÂ‡Ô˘Ó ÙËÓ ÂÍ›ÛˆÛË 2x + y = 6,
·ÊÔ‡ 2 � 4 + (–2) = 6. ÕÚ· Î¿ıÂ ÛËÌÂ›Ô ÙË˜ Â˘ıÂ›·˜
Â ¤¯ÂÈ Û˘ÓÙÂÙ·ÁÌ¤ÓÂ˜ (x, y) Ô˘ Â›Ó·È Ï‡ÛË ÙË˜
·Ú·¿Óˆ ÂÍ›ÛˆÛË˜.
™ÙËÓ ÂÚ›ÙˆÛË ·˘Ù‹ Ï¤ÌÂ fiÙÈ Ë ÂÍ›ÛˆÛË 2x + y = 6
·ÚÈÛÙ¿ÓÂÈ ÙËÓ Â˘ıÂ›· Â Î·È Û˘Ì‚ÔÏ›˙ÂÙ·È Â: 2x + y = 6.

ñ AÓ ¤Ó· ÛËÌÂ›Ô ·Ó‹ÎÂÈ ÛÂ ÌÈ· Â˘ıÂ›·, ÙfiÙÂ ÔÈ Û˘Ó-
ÙÂÙ·ÁÌ¤ÓÂ˜ ÙÔ˘ Â·ÏËıÂ‡Ô˘Ó ÙËÓ ÂÍ›ÛˆÛË ÙË˜
Â˘ıÂ›·˜.

ñ AÓ ÔÈ Û˘ÓÙÂÙ·ÁÌ¤ÓÂ˜ ÂÓfi˜ ÛËÌÂ›Ô˘ Â·ÏËıÂ‡Ô˘Ó
ÙËÓ ÂÍ›ÛˆÛË ÌÈ·˜ Â˘ıÂ›·˜, ÙfiÙÂ ÙÔ ÛËÌÂ›Ô ·Ó‹ÎÂÈ
ÛÙËÓ Â˘ıÂ›· ·˘Ù‹.

∂È‰ÈÎ¤˜ ÂÚÈÙÒÛÂÈ˜
∏ ÂÍ›ÛˆÛË y = k.
AÓ ıÂˆÚ‹ÛÔ˘ÌÂ ÙËÓ ÂÍ›ÛˆÛË 0x + 2y = 6, Ô˘
Â›Ó·È ÙË˜ ÌÔÚÊ‹˜ ·x + ‚y = Á ÌÂ · = 0, ÙfiÙÂ
ÌÔÚÔ‡ÌÂ Ó· ‰È·ÈÛÙÒÛÔ˘ÌÂ fiÙÈ ÁÈ· ÔÔÈ·‰‹-
ÔÙÂ ÙÈÌ‹ ÙÔ˘ x ¤¯Ô˘ÌÂ y = 3.
°È· ·Ú¿‰ÂÈÁÌ·, Ù· ˙Â‡ÁË (–1, 3), (1, 3),
(3, 3), Î.Ù.Ï. Â›Ó·È Ï‡ÛÂÈ˜ ÙË˜.
∂ÔÌ¤Óˆ˜, Ë ÂÍ›ÛˆÛË 0x + 2y = 6 ·ÚÈÛÙ¿ÓÂÈ ÌÈ·
Â˘ıÂ›· Â ÙË˜ ÔÔ›·˜ fiÏ· Ù· ÛËÌÂ›· ¤¯Ô˘Ó ÙËÓ
›‰È· ÙÂÙ·ÁÌ¤ÓË y = 3 Î·È ÙÂÙÌËÌ¤ÓË ÔÔÈÔÓ‰‹-
ÔÙÂ ·ÚÈıÌfi. ÕÚ· Ë Â Â›Ó·È ÌÈ· Â˘ıÂ›· ·Ú¿ÏÏËÏË ÛÙÔÓ ¿ÍÔÓ· x�x Ô˘ Ù¤ÌÓÂÈ ÙÔÓ ¿ÍÔÓ·
y�y ÛÙÔ ÛËÌÂ›Ô (0, 3). ™ÙËÓ ÂÚ›ÙˆÛË ·˘Ù‹ Ï¤ÌÂ fiÙÈ Ë Â˘ıÂ›· Â ¤¯ÂÈ ÂÍ›ÛˆÛË y = 3.

H ÂÍ›ÛˆÛË y = k ÌÂ k � 0 ·ÚÈÛÙ¿ÓÂÈ ÌÈ· Â˘ıÂ›· Ô˘ Â›Ó·È ·Ú¿ÏÏËÏË ÛÙÔÓ ¿ÍÔÓ· x�x
Î·È Ù¤ÌÓÂÈ ÙÔÓ ¿ÍÔÓ· y�y ÛÙÔ ÛËÌÂ›Ô (0, k), ÂÓÒ Ë ÂÍ›ÛˆÛË y = 0 ·ÚÈÛÙ¿ÓÂÈ ÙÔÓ
¿ÍÔÓ· x�x
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3.1 ∏ ¤ÓÓÔÈ· ÙË˜ ÁÚ·ÌÌÈÎ‹˜ ÂÍ›ÛˆÛË˜
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∏ ÂÍ›ÛˆÛË x = k

AÓ ıÂˆÚ‹ÛÔ˘ÌÂ ÙËÓ ÂÍ›ÛˆÛË 3x + 0y = 6, Ô˘ Â›Ó·È ÙË˜
ÌÔÚÊ‹˜ ·x + ‚y = Á ÌÂ ‚ = 0, ÙfiÙÂ ÌÔÚÔ‡ÌÂ Ó·
‰È·ÈÛÙÒÛÔ˘ÌÂ fiÙÈ ÁÈ· ÔÔÈ·‰‹ÔÙÂ ÙÈÌ‹ ÙÔ˘ y ¤¯Ô˘ÌÂ x = 2.
°È· ·Ú¿‰ÂÈÁÌ·, Ù· ˙Â‡ÁË (2, –2), (2, 1), (2, 3), Î.Ù.Ï. Â›Ó·È
Ï‡ÛÂÈ˜ ÙË˜.
∂ÔÌ¤Óˆ˜, Ë ÂÍ›ÛˆÛË 3x + 0y = 6 ·ÚÈÛÙ¿ÓÂÈ ÌÈ· Â˘ıÂ›· Â
ÙË˜ ÔÔ›·˜ fiÏ· Ù· ÛËÌÂ›· ¤¯Ô˘Ó ÙËÓ ›‰È· ÙÂÙÌËÌ¤ÓË x = 2 Î·È
ÙÂÙ·ÁÌ¤ÓË ÔÔÈÔÓ‰‹ÔÙÂ ·ÚÈıÌfi. ÕÚ· Ë Â Â›Ó·È ÌÈ· Â˘ıÂ›·
·Ú¿ÏÏËÏË ÛÙÔÓ ¿ÍÔÓ· y�y Ô˘ Ù¤ÌÓÂÈ ÙÔÓ ¿ÍÔÓ· x�x ÛÙÔ
ÛËÌÂ›Ô (2, 0).
™ÙËÓ ÂÚ›ÙˆÛË ·˘Ù‹ Ï¤ÌÂ fiÙÈ Ë Â˘ıÂ›· Â ¤¯ÂÈ ÂÍ›ÛˆÛË
x = 2.

H ÂÍ›ÛˆÛË x = k ÌÂ k � 0 ·ÚÈÛÙ¿ÓÂÈ ÌÈ· Â˘ıÂ›· Ô˘ Â›Ó·È ·Ú¿ÏÏËÏË ÛÙÔÓ ¿ÍÔÓ· y�y
Î·È Ù¤ÌÓÂÈ ÙÔÓ ¿ÍÔÓ· x�x ÛÙÔ ÛËÌÂ›Ô (k, 0), ÂÓÒ Ë ÂÍ›ÛˆÛË x = 0 ·ÚÈÛÙ¿ÓÂÈ ÙÔÓ
¿ÍÔÓ· y�y

∏ ÂÍ›ÛˆÛË ·x + ‚y = Á ÌÂ · = ‚ = 0

ñ ∏ ÂÍ›ÛˆÛË 0x + 0y = 7 ‰ÂÓ ·ÚÈÛÙ¿ÓÂÈ Â˘ıÂ›·, ·ÊÔ‡ Î·Ó¤Ó· ˙Â‡ÁÔ˜ ·ÚÈıÌÒÓ (x, y) ‰ÂÓ
Â›Ó·È Ï‡ÛË ÙË˜ (·‰‡Ó·ÙË ÂÍ›ÛˆÛË).

ñ ∏ ÂÍ›ÛˆÛË 0x + 0y = 0 Â·ÏËıÂ‡ÂÙ·È ÁÈ· Î¿ıÂ ˙Â‡ÁÔ˜
·ÚÈıÌÒÓ (x, y). °È· ·Ú¿‰ÂÈÁÌ·, Ù· ˙Â‡ÁË (–1, 0), (0, 1),
(2, 1), (2, 2), Î.Ù.Ï. Â›Ó·È Ï‡ÛÂÈ˜ ÙË˜ (·fiÚÈÛÙË ÂÍ›ÛˆÛË).
Δ· ÛËÌÂ›· fiÌˆ˜, Ô˘ ÔÈ Û˘ÓÙÂÙ·ÁÌ¤ÓÂ˜ ÙÔ˘˜ Â›Ó·È
Ï‡ÛÂÈ˜ ÙË˜ ÂÍ›ÛˆÛË˜ ‰Â ‚Ú›ÛÎÔÓÙ·È ÛÙËÓ ›‰È· Â˘ıÂ›·.
ÕÚ· Ë ÂÍ›ÛˆÛË 0x + 0y = 0 ‰ÂÓ ·ÚÈÛÙ¿ÓÂÈ Â˘ıÂ›·,
fiˆ˜ Ê·›ÓÂÙ·È ÛÙÔ ‰ÈÏ·Ófi Û¯‹Ì·.

∂ÍÈÛÒÛÂÈ˜, fiˆ˜ ÔÈ 2x + y = 6, 0x + 2y = 6, 3x + 0y = 6, 0x + 0y = 7, 0x + 0y = 0,
oÓÔÌ¿˙ÔÓÙ·È ÁÚ·ÌÌÈÎ¤˜ ÂÍÈÛÒÛÂÈ˜ ÌÂ ‰‡Ô ·ÁÓÒÛÙÔ˘˜ x, y. Ÿˆ˜ ‰È·ÈÛÙÒÛ·ÌÂ ÛÙ·
ÚÔËÁÔ‡ÌÂÓ· ·Ú·‰Â›ÁÌ·Ù· ÌfiÓÔ ÔÈ ÙÚÂÈ˜ ÚÒÙÂ˜ ·ÚÈÛÙ¿ÓÔ˘Ó Â˘ıÂ›·. ™ÙÈ˜ ÂÍÈÛÒÛÂÈ˜
·˘Ù¤˜ ¤Ó·˜ ÙÔ˘Ï¿¯ÈÛÙÔÓ ·fi ÙÔ˘˜ Û˘ÓÙÂÏÂÛÙ¤˜ ÙˆÓ x,y Â›Ó·È ‰È·ÊÔÚÂÙÈÎfi˜ ·fi ÙÔ ÌË‰¤Ó.

°Ú·ÌÌÈÎ‹ ÂÍ›ÛˆÛË ÌÂ ·ÁÓÒÛÙÔ˘˜ x, y ÔÓÔÌ¿˙ÂÙ·È Î¿ıÂ ÂÍ›ÛˆÛË ÙË˜ ÌÔÚÊ‹˜
·x + ‚y = Á  Î·È ·ÚÈÛÙ¿ÓÂÈ Â˘ıÂ›· fiÙ·Ó  · � 0   ‹   ‚ � 0.
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M¤ÚÔ˜ ∞ - ∫ÂÊ¿Ï·ÈÔ 3Ô
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·) ¡· Û¯Â‰È·ÛÙÂ› Ë Â˘ıÂ›· Â : 2x – 3y = 12.
‚) ŒÓ· ÛËÌÂ›Ô ª ¤¯ÂÈ ÙÂÙ·ÁÌ¤ÓË –2. ¶ÔÈ· Ú¤ÂÈ Ó· Â›Ó·È Ë ÙÂÙÌËÌ¤ÓË ÙÔ˘, ÒÛÙÂ

ÙÔ ÛËÌÂ›Ô Ó’ ·Ó‹ÎÂÈ ÛÙËÓ Â˘ıÂ›· Â;

Λύση
·) °È· Ó· Û¯Â‰È¿ÛÔ˘ÌÂ ÙËÓ Â˘ıÂ›·

Â : 2x – 3y = 12 ·ÚÎÂ› Ó· ÚÔÛ‰ÈÔÚ›ÛÔ˘ÌÂ
‰‡Ô ÛËÌÂ›· ÙË˜.
°È· x = 0  ¤¯Ô˘ÌÂ  –3y = 12, ÔfiÙÂ y =–4.
°È· y = 0  ¤¯Ô˘ÌÂ   2x = 12, ÔfiÙÂ x = 6.
ÕÚ· Ë ÂÍ›ÛˆÛË 2x – 3y = 12 ·ÚÈÛÙ¿ÓÂÈ Â˘ıÂ›·
Â Ô˘ ‰È¤Ú¯ÂÙ·È ·fi Ù· ÛËÌÂ›· ∞(0, –4) Î·È
μ(6, 0).

‚) ΔÔ ÛËÌÂ›Ô ª ·Ó‹ÎÂÈ ÛÙËÓ Â˘ıÂ›· Â, ·Ó ÔÈ Û˘ÓÙÂÙ·ÁÌ¤ÓÂ˜ ÙÔ˘ Â·ÏËıÂ‡Ô˘Ó ÙËÓ
ÂÍ›ÛˆÛ‹ ÙË˜. ∞ÊÔ‡ ÙÔ ÛËÌÂ›Ô ª ¤¯ÂÈ ÙÂÙ·ÁÌ¤ÓË y = –2  ÁÈ· ÙËÓ ÙÂÙÌËÌ¤ÓË ÙÔ˘ x
Ú¤ÂÈ Ó· ÈÛ¯‡ÂÈ 2x – 3(–2) = 12  ‹  2x + 6 = 12  ‹  2x = 6  ‹  x = 3.

ÕÚ· Ë ÙÂÙÌËÌ¤ÓË ÙÔ˘ ª Â›Ó·È x = 3.

AÓ Ë Â˘ıÂ›· Â : ·x – y = 1 ‰È¤Ú¯ÂÙ·È ·fi ÙÔ ÛËÌÂ›Ô ∞(2, 5), ÙfiÙÂ Ó· ÚÔÛ‰ÈÔÚÈÛÙÂ›
Ë ÙÈÌ‹ ÙÔ˘ · Î·È ÛÙË Û˘Ó¤¯ÂÈ· Ó· ‚ÚÂıÔ‡Ó Ù· ÎÔÈÓ¿ ÛËÌÂ›· Ù‹˜ Â ÌÂ ÙÔ˘˜ ¿ÍÔÓÂ˜.

Λύση
∏ Â˘ıÂ›· Â : ·x – y = 1 ‰È¤Ú¯ÂÙ·È ·fi ÙÔ ÛËÌÂ›Ô ∞(2, 5), ÔfiÙÂ ÔÈ Û˘ÓÙÂÙ·ÁÌ¤ÓÂ˜
ÙÔ˘ ÛËÌÂ›Ô˘ ∞ Â·ÏËıÂ‡Ô˘Ó ÙËÓ ÂÍ›ÛˆÛË ·x – y = 1. ÕÚ· ¤¯Ô˘ÌÂ 2· – 5 = 1  ‹
2· = 6   ‹  · = 3. ∂ÔÌ¤Óˆ˜ Ë Â˘ıÂ›· Â ¤¯ÂÈ ÂÍ›ÛˆÛË 3x – y = 1.
°È· x = 0 ¤¯Ô˘ÌÂ 3 � 0 – y = 1  ‹  –y = 1  ‹   y = –1, ‰ËÏ·‰‹ Ë Â˘ıÂ›· Â Ù¤ÌÓÂÈ ÙÔÓ
¿ÍÔÓ· y�y ÛÙÔ ÛËÌÂ›Ô (0, –1).
°È· y = 0 ¤¯Ô˘ÌÂ 3x – 0 = 1  ‹  3x = 1  ‹   x = , ‰ËÏ·‰‹ Ë Â˘ıÂ›· Â Ù¤ÌÓÂÈ ÙÔÓ

¿ÍÔÓ· x�x ÛÙÔ ÛËÌÂ›Ô ( , 0).

∏ ÂÚ›ÌÂÙÚÔ˜ ÙÔ˘ ‰ÈÏ·ÓÔ‡ Û¯‹Ì·ÙÔ˜ Â›Ó·È 40 m.
·) ¡· ‚ÚÂıÂ› Ë Û¯¤ÛË Ô˘ Û˘Ó‰¤ÂÈ Ù· x, y.
‚) AÓ Ë ÂÏ¿¯ÈÛÙË ÙÈÌ‹ ÙÔ˘ y Â›Ó·È 10 m, ÔÈ· Â›Ó·È Ë

Ì¤ÁÈÛÙË ÙÈÌ‹ ÙÔ˘ x;

Λύση
·) ∏ ÂÚ›ÌÂÙÚÔ˜ ÙÔ˘ Û¯‹Ì·ÙÔ˜ Â›Ó·È 5x + y + 3x + y, ¿Ú· ÈÛ¯‡ÂÈ

5x + y + 3x + y = 40  ‹  8x + 2y = 40  ‹  4x + y = 20  (1).
‚) ∞Ó Ë ÂÏ¿¯ÈÛÙË ÙÈÌ‹ ÙÔ˘ y Â›Ó·È 10 m, ÙfiÙÂ Ë ÌÂÙ·‚ÏËÙ‹ y ·›ÚÓÂÈ ÙÈÌ¤˜ ·fi 10 Î·È

¿Óˆ, ‰ËÏ·‰‹ ÈÛ¯‡ÂÈ y � 10. Afi ÙËÓ ÈÛfiÙËÙ· (1) ¤¯Ô˘ÌÂ y = 20 – 4x, ÔfiÙÂ
Ú¤ÂÈ 20 – 4x � 10  ‹  –4x � 10 – 20  ‹  –4x � –10  ‹  x � 2,5. ÕÚ· Ë ÌÂÙ·‚ÏËÙ‹
x ·›ÚÓÂÈ ÙÈÌ¤˜ ·fi 2,5 Î·È Î¿Ùˆ, ÔfiÙÂ Ë Ì¤ÁÈÛÙË ÙÈÌ‹ ÙË˜ Â›Ó·È 2,5 m.
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3.1 ∏ ¤ÓÓÔÈ· ÙË˜ ÁÚ·ÌÌÈÎ‹˜ ÂÍ›ÛˆÛË˜

x0

–2

A(0, –4)

M(3, –2)

Â : 2
x –

 3y =
 12

B(6, 0)3

y

x

x
y y

x

x x



¶ÔÈ· ·fi Ù· ˙Â‡ÁË (3, 2), (1, 5), (0, 6), (–3, 10), (–2, 8) Â›Ó·È Ï‡ÛÂÈ˜ ÙË˜ ÂÍ›ÛˆÛË˜
4x + 3y = 18;

N· ¯·Ú·ÎÙËÚ›ÛÂÙÂ ÙÈ˜ ·Ú·Î¿Ùˆ ÚÔÙ¿ÛÂÈ˜ ÌÂ (™), ·Ó Â›Ó·È ÛˆÛÙ¤˜ ‹ ÌÂ (§), ·Ó
Â›Ó·È Ï·Óı·ÛÌ¤ÓÂ˜.
·) ΔÔ ÛËÌÂ›Ô (3, –2) ·Ó‹ÎÂÈ ÛÙËÓ Â˘ıÂ›· Â : 3x – y = 7.
‚) H Â˘ıÂ›· Â : 5x + y = –10 Ù¤ÌÓÂÈ ÙÔÓ ¿ÍÔÓ· x�x ÛÙÔ ÛËÌÂ›Ô (–2, 0).
Á) ∏ Â˘ıÂ›· Â : 2x + 5y = 0 ‰È¤Ú¯ÂÙ·È ·fi ÙËÓ ·Ú¯‹ ÙˆÓ ·ÍfiÓˆÓ.
‰) H Â˘ıÂ›· Â : 3x + y = 6 Ù¤ÌÓÂÈ ÙÔÓ ¿ÍÔÓ· y�y ÛÙÔ ÛËÌÂ›Ô (0, 3).

N· Û˘ÌÏËÚÒÛÂÙÂ ÙÔÓ ›Ó·Î· ·ÓÙÈÛÙÔÈ¯›˙ÔÓÙ·˜ ÛÂ Î¿ıÂ Â˘ıÂ›· Â ÙˆÓ ·Ú·Î¿Ùˆ
Û¯ËÌ¿ÙˆÓ Ì›· ·fi ÙÈ˜ ÂÍÈÛÒÛÂÈ˜:
1. y = 1 2. x = –1 3. y = x 4. x = 1

OÈ Â˘ıÂ›Â˜ ‰1, ‰2 ‰È¯ÔÙÔÌÔ‡Ó ÙÈ˜ ÁˆÓ›Â˜ ÙˆÓ ·ÍfiÓˆÓ. ¡· ÂÈÏ¤ÍÂÙÂ ÙË ÛˆÛÙ‹ ·¿ÓÙËÛË.

i) ∏ ÂÍ›ÛˆÛË ÙË˜ ‰1 Â›Ó·È: ·) x = 1 ‚) y = 1 Á) y = x ‰) y = –x
ii) ∏ ÂÍ›ÛˆÛË ÙË˜ ‰2 Â›Ó·È: ·) x = –1 ‚) y = –1 Á) y = x ‰) y = –x

¡· ÂÈÏ¤ÍÂÙÂ ÙË ÛˆÛÙ‹ ·¿ÓÙËÛË.
i) H Â˘ıÂ›· Ô˘ ‰È¤Ú¯ÂÙ·È ·fi ÙÔ ÛËÌÂ›Ô (4, –3) Î·È Â›Ó·È ·Ú¿ÏÏËÏË ÛÙÔÓ ¿ÍÔÓ· x�x

¤¯ÂÈ ÂÍ›ÛˆÛË:
·) y = 4 ‚) x = 4 Á) x = –3 ‰) y = –3 Â) 4x – 3y = 0

ii) H Â˘ıÂ›· Ô˘ ‰È¤Ú¯ÂÙ·È ·fi ÙÔ ÛËÌÂ›Ô (4, –2) Î·È Â›Ó·È ·Ú¿ÏÏËÏË ÛÙÔÓ ¿ÍÔÓ· y�y
¤¯ÂÈ ÂÍ›ÛˆÛË:
·) y = 4 ‚) x = 4 Á) x = –2 ‰) y = –2 Â) 4x – 2y = 0
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¡· Û¯Â‰È¿ÛÂÙÂ ÛÙÔ ›‰ÈÔ Û‡ÛÙËÌ· ·ÍfiÓˆÓ ÙÈ˜ Â˘ıÂ›Â˜:
·) Â1 : 2x – y = 2 ‚) Â2 : –4x + 2y = 10 Á) Â3 : 10x – 5y = 20
TÈ ·Ú·ÙËÚÂ›ÙÂ;

¢›ÓÂÙ·È Ë Â˘ıÂ›· Â : 6x + 2y = 8 – 2Ï.
·) ¡· ‚ÚÂ›ÙÂ ÙÔÓ ·ÚÈıÌfi Ï, ÒÛÙÂ Ë Â˘ıÂ›· Â Ó· ‰È¤Ú¯ÂÙ·È ·fi ÙËÓ ·Ú¯‹ ÙˆÓ ·ÍfiÓˆÓ.
‚) °È· Ï = 4 Ó· Û¯Â‰È¿ÛÂÙÂ ÙËÓ Â˘ıÂ›· Â.

∞Ó Ë Â˘ıÂ›· Â : 4x + 3y = 12 Ù¤ÌÓÂÈ ÙÔ˘˜ ¿ÍÔÓÂ˜ x�x Î·È y�y ÛÙ· ÛËÌÂ›· ∞ Î·È μ
·ÓÙÈÛÙÔ›¯ˆ˜, ÙfiÙÂ:
·) ¡· ÚÔÛ‰ÈÔÚ›ÛÂÙÂ ÙÈ˜ Û˘ÓÙÂÙ·ÁÌ¤ÓÂ˜ ÙˆÓ ÛËÌÂ›ˆÓ ∞ Î·È μ.
‚) ¡· ˘ÔÏÔÁ›ÛÂÙÂ ÙÔ ÂÌ‚·‰fiÓ ÙÔ˘ ÙÚÈÁÒÓÔ˘ √∞μ, fiÔ˘ √ Ë ·Ú¯‹ ÙˆÓ ·ÍfiÓˆÓ.

·) ™ÙÔ ›‰ÈÔ Û‡ÛÙËÌ· ·ÍfiÓˆÓ Ó· Û¯Â‰È¿ÛÂÙÂ ÙÈ˜ Â˘ıÂ›Â˜ Â1 : 2x = –4, Â2 : 3y = 6
Î·È Ó· ÚÔÛ‰ÈÔÚ›ÛÂÙÂ ÙÈ˜ Û˘ÓÙÂÙ·ÁÌ¤ÓÂ˜ ÙÔ˘ ÎÔÈÓÔ‡ ÙÔ˘˜ ÛËÌÂ›Ô˘.

‚) ¶ÔÈ· ·fi ÙÈ˜ ·Ú·Î¿Ùˆ Â˘ıÂ›Â˜ ‰È¤Ú¯ÂÙ·È ·fi ÙÔ ÚÔËÁÔ‡ÌÂÓÔ ÛËÌÂ›Ô;
˙1 : 2x – y = 6, ˙2 : 3x + y = 10 Î·È ˙3 : –5x + 3y = 16

·) ™Ùo ›‰ÈÔ Û‡ÛÙËÌ· ·ÍfiÓˆÓ Ó· Û¯Â‰È¿ÛÂÙÂ ÙÈ˜ Â˘ıÂ›Â˜ ÌÂ ÂÍÈÛÒÛÂÈ˜:
x = –1, x = 5, y = –2 Î·È y = 3

‚) ¡· ˘ÔÏÔÁ›ÛÂÙÂ ÙÔ ÂÌ‚·‰fiÓ ÙÔ˘ ÙÂÙÚ·ÏÂ‡ÚÔ˘ Ô˘ Û¯ËÌ·Ù›˙ÂÙ·È.

¡· ‚ÚÂ›ÙÂ ÙËÓ ÙÈÌ‹ ÙÔ˘ Ï, ÒÛÙÂ Ë ÂÍ›ÛˆÛË   (Ï – 2)x +(Ï – 1)y = 6  Ó· ·ÚÈÛÙ¿ÓÂÈ
Â˘ıÂ›· Ô˘ Â›Ó·È:
·) ·Ú¿ÏÏËÏË ÛÙÔÓ ¿ÍÔÓ· x�x ‚) ·Ú¿ÏÏËÏË ÛÙÔÓ ¿ÍÔÓ· y�y.
N· Û¯Â‰È¿ÛÂÙÂ ÙËÓ ·ÓÙ›ÛÙÔÈ¯Ë Â˘ıÂ›· ÛÂ Î¿ıÂ ÂÚ›ÙˆÛË.

∫¿ÔÈÔ˜ ÂÚ¿ÙËÛÂ ·fi ÙÔ ÛËÌÂ›Ô ∞ ÛÙÔ
ÛËÌÂ›Ô μ ÌÂ Ù·¯‡ÙËÙ· 4 km/h Î·È ÌÂÙ¿
ÎÔÏ‡ÌËÛÂ ÌÂ Ù·¯‡ÙËÙ· 2 km/h Ì¤¯ÚÈ Ó·
ÊÙ¿ÛÂÈ ÛÙÔ ÛËÌÂ›Ô °. ∞Ó Ô Û˘ÓÔÏÈÎfi˜
¯ÚfiÓÔ˜ Ô˘ ÌÂÛÔÏ¿‚ËÛÂ Ì¤¯ÚÈ Ó· ÊÙ¿ÛÂÈ
ÛÙÔ ÛËÌÂ›Ô ° Â›Ó·È ÌÈ· ÒÚ·, ÙfiÙÂ:
·) ¡· ‚ÚÂ›ÙÂ ÙË ÁÚ·ÌÌÈÎ‹ ÂÍ›ÛˆÛË ÌÂ ÙËÓ

ÔÔ›· Û˘Ó‰¤ÔÓÙ·È ÔÈ ·ÔÛÙ¿ÛÂÈ˜ x, y.
‚) AÓ ÂÚ¿ÙËÛÂ 3 km, fiÛÔ ¯ÚfiÓÔ ÎÔÏ‡ÌËÛÂ;

™’ ¤Ó· ÍÂÓÒÓ· ˘¿Ú¯Ô˘Ó x ‰›ÎÏÈÓ· Î·È y ÙÚ›ÎÏÈÓ· ‰ˆÌ¿ÙÈ·. ∞Ó Ô ÍÂÓÒÓ·˜ ¤¯ÂÈ Û˘ÓÔÏÈÎ¿
25 ÎÚÂ‚¿ÙÈ·, ÙfiÙÂ Ó· ‚ÚÂ›ÙÂ ÙË ÁÚ·ÌÌÈÎ‹ ÂÍ›ÛˆÛË Ô˘ Û˘Ó‰¤ÂÈ Ù· x, y. ¡· ¯·Ú¿ÍÂÙÂ
ÛÂ ÙÂÙÚ·ÁˆÓÈÛÌ¤ÓÔ ¯·ÚÙ› ÙËÓ ·ÓÙ›ÛÙÔÈ¯Ë Â˘ıÂ›· Î·È ·fi ÙÔ Û¯‹Ì· Ó· ‰È·ÈÛÙÒÛÂÙÂ
fiÛ· ‰›ÎÏÈÓ· Î·È fiÛ· ÙÚ›ÎÏÈÓ· ‰ˆÌ¿ÙÈ· Â›Ó·È ‰˘Ó·Ùfi Ó· ¤¯ÂÈ Ô ÍÂÓÒÓ·˜.
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3.1 ∏ ¤ÓÓÔÈ· ÙË˜ ÁÚ·ÌÌÈÎ‹˜ ÂÍ›ÛˆÛË˜
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✔ Mαθαίνω τι λέγεται γραμμικό σύστημα και πώς επιλύεται
γραφικά.

1. ™Â ÙÂÙÚ·ÁˆÓÈÛÌ¤ÓÔ ¯·ÚÙ› Ó· ¯·Ú¿ÍÂÙÂ ¤Ó· Û‡ÛÙËÌ· ·ÍfiÓˆÓ Î·È Ó· Û¯Â‰È¿ÛÂÙÂ ÙÈ˜
Â˘ıÂ›Â˜  Â1 : x + y = 5   Î·È   Â2 : 2x + y = 8.

2. ¡· ‚ÚÂ›ÙÂ ÙÔ ˙Â‡ÁÔ˜ ÙˆÓ Û˘ÓÙÂÙ·ÁÌ¤ÓˆÓ ÙÔ˘ ÛËÌÂ›Ô˘ ÙÔÌ‹˜ ÙÔ˘˜ Î·È Ó· ÂÍÂÙ¿ÛÂÙÂ
·Ó Â›Ó·È Ï‡ÛË Î·È ÙˆÓ ‰‡Ô ÂÍÈÛÒÛÂˆÓ.

∞Ó ¤¯Ô˘ÌÂ ‰‡Ô ÁÚ·ÌÌÈÎ¤˜ ÂÍÈÛÒÛÂÈ˜ ÌÂ ‰‡Ô ·ÁÓÒÛÙÔ˘˜ x, y,
.¯.  x + y = 5 Î·È  2x + y = 8

Î·È ·Ó·˙ËÙÔ‡ÌÂ ÙÔ ˙Â‡ÁÔ˜ ÙˆÓ ·ÚÈıÌÒÓ (x, y) Ô˘ Â›Ó·È Ù·˘Ùfi¯ÚÔÓ· Ï‡ÛË Î·È ÙˆÓ ‰‡Ô
ÂÍÈÛÒÛÂˆÓ, ÙfiÙÂ Ï¤ÌÂ fiÙÈ ¤¯Ô˘ÌÂ Ó· ÂÈÏ‡ÛÔ˘ÌÂ ¤Ó· ÁÚ·ÌÌÈÎfi Û‡ÛÙËÌ· ‰‡Ô ÂÍÈÛÒÛÂˆÓ
ÌÂ ‰‡Ô ·ÁÓÒÛÙÔ˘˜ x Î·È y.
¶·Ú·ÙËÚÔ‡ÌÂ fiÙÈ ÙÔ ˙Â‡ÁÔ˜ ÙˆÓ ·ÚÈıÌÒÓ (3, 2) Â·ÏËıÂ‡ÂÈ Î·È ÙÈ˜ ‰‡Ô ÂÍÈÛÒÛÂÈ˜ ÙÔ˘

ÁÚ·ÌÌÈÎÔ‡ Û˘ÛÙ‹Ì·ÙÔ˜ � x + y = 5
,   ·ÊÔ‡ � 3 + 2 = 5

2x + y = 8 2 � 3 + 2 = 8
™ÙËÓ ÂÚ›ÙˆÛË ·˘Ù‹ Ï¤ÌÂ fiÙÈ ÙÔ ˙Â‡ÁÔ˜ (3, 2) Â›Ó·È Ï‡ÛË ÙÔ˘ Û˘ÛÙ‹Ì·ÙÔ˜.

§‡ÛË ÁÚ·ÌÌÈÎÔ‡ Û˘ÛÙ‹Ì·ÙÔ˜ ‰‡Ô ÂÍÈÛÒÛÂˆÓ ÌÂ ‰‡Ô ·ÁÓÒÛÙÔ˘˜ x Î·È y ÔÓÔÌ¿˙ÂÙ·È
Î¿ıÂ ˙Â‡ÁÔ˜ (x, y) Ô˘ Â·ÏËıÂ‡ÂÈ ÙÈ˜ ÂÍÈÛÒÛÂÈ˜ ÙÔ˘.

¶Ò˜ fiÌˆ˜ ÌÔÚÔ‡ÌÂ Ó· ÂÈÏ‡ÛÔ˘ÌÂ ¤Ó· ÁÚ·ÌÌÈÎfi Û‡ÛÙËÌ· ‰‡Ô ÂÍÈÛÒÛÂˆÓ ÌÂ ‰‡Ô
·ÁÓÒÛÙÔ˘˜ x, y; ¢ËÏ·‰‹ Ò˜ ÌÔÚÔ‡ÌÂ Ó· ÚÔÛ‰ÈÔÚ›ÛÔ˘ÌÂ ˙Â‡ÁÔ˜ (x, y) Ô˘ Ó· Â›Ó·È
Ï‡ÛË ÙÔ˘;

ŒÓ· ÁÚ·ÌÌÈÎfi Û‡ÛÙËÌ· ‰‡Ô ÂÍÈÛÒÛÂˆÓ ÌÂ ‰‡Ô ·ÁÓÒÛÙÔ˘˜ x, y ÂÈÏ‡ÂÙ·È ÁÚ·ÊÈÎ¿ ·ÏÏ¿
Î·È ·ÏÁÂ‚ÚÈÎ¿.

°Ú·ÊÈÎ‹ Â›Ï˘ÛË ÁÚ·ÌÌÈÎÔ‡ Û˘ÛÙ‹Ì·ÙÔ˜ ÌÂ ‰‡Ô ·ÁÓÒÛÙÔ˘˜ 
™‡ÛÙËÌ· ÌÂ ÌÔÓ·‰ÈÎ‹ Ï‡ÛË

°È· ÙË ÁÚ·ÊÈÎ‹ Â›Ï˘ÛË ÂÓfi˜ ÁÚ·ÌÌÈÎÔ‡ Û˘ÛÙ‹Ì·ÙÔ˜ .¯. ÙÔ˘ � x + y = 5 

ÂÚÁ·˙fiÌ·ÛÙÂ ˆ˜ ÂÍ‹˜:
2x + y = 8 

Γενικά

ΔΡΑΣΤΗΡΙΟΤΗΤΑ

∏ ¤ÓÓÔÈ· ÙÔ˘ ÁÚ·ÌÌÈÎÔ‡ Û˘ÛÙ‹Ì·ÙÔ˜ Î·È Ë ÁÚ·ÊÈÎ‹ Â›Ï˘Û‹ Ùo˘3. 2



™¯Â‰È¿˙Ô˘ÌÂ ÛÙÔ ›‰ÈÔ Û‡ÛÙËÌ· ·ÍfiÓˆÓ ÙÈ˜ Â˘ıÂ›Â˜
Â1 : x + y = 5     Î·È
Â2 : 2x + y = 8,

ÔÈ ÔÔ›Â˜ fiˆ˜ ·Ú·ÙËÚÔ‡ÌÂ ÛÙÔ ‰ÈÏ·Ófi Û¯‹Ì·
Ù¤ÌÓÔÓÙ·È ÛÙÔ ÛËÌÂ›Ô ∞. ¶ÚÔÛ‰ÈÔÚ›˙Ô˘ÌÂ ÙÈ˜
Û˘ÓÙÂÙ·ÁÌ¤ÓÂ˜ (3, 2) ÙÔ˘ ÎÔÈÓÔ‡ ÛËÌÂ›Ô˘ ∞ ÙˆÓ
Â˘ıÂÈÒÓ ·˘ÙÒÓ.
∂ÂÈ‰‹ ÙÔ ÛËÌÂ›Ô ∞(3, 2) ·Ó‹ÎÂÈ Î·È ÛÙÈ˜ ‰‡Ô
Â˘ıÂ›Â˜, ÔÈ Û˘ÓÙÂÙ·ÁÌ¤ÓÂ˜ ÙÔ˘ x = 3 Î·È y = 2
Â·ÏËıÂ‡Ô˘Ó Î·È ÙÈ˜ ‰‡Ô ÂÍÈÛÒÛÂÈ˜ ÙÔ˘ Û˘ÛÙ‹-
Ì·ÙÔ˜, ¿Ú· ÙÔ ˙Â‡ÁÔ˜ (3, 2) Â›Ó·È Ï‡ÛË ÙÔ˘
Û˘ÛÙ‹Ì·ÙÔ˜. √È Â˘ıÂ›Â˜ fiÌˆ˜ Â1, Â2 ‰ÂÓ ¤¯Ô˘Ó
¿ÏÏÔ ÎÔÈÓfi ÛËÌÂ›Ô, ÔfiÙÂ Î·È ÙÔ Û‡ÛÙËÌ· ‰ÂÓ ¤¯ÂÈ
¿ÏÏË Ï‡ÛË. ∞˘Ùfi ÛËÌ·›ÓÂÈ fiÙÈ ÙÔ ˙Â‡ÁÔ˜ (3, 2) Â›Ó·È
Ë ÌÔÓ·‰ÈÎ‹ Ï‡ÛË ÙÔ˘ Û˘ÛÙ‹Ì·ÙÔ˜.

∞‰‡Ó·ÙÔ Û‡ÛÙËÌ·

°È· Ó· ÂÈÏ‡ÛÔ˘ÌÂ ÙÔ Û‡ÛÙËÌ·

� 2x – 3y = 6 
4x – 6y = –24

Û¯Â‰È¿˙Ô˘ÌÂ ÙÈ˜ Â˘ıÂ›Â˜
Â1 : 2x – 3y = 6  Î·È
Â2 : 4x – 6y = –24,

ÔÈ ÔÔ›Â˜ fiˆ˜ ·Ú·ÙËÚÔ‡ÌÂ ÛÙÔ ‰ÈÏ·Ófi Û¯‹Ì·
Â›Ó·È ·Ú¿ÏÏËÏÂ˜. ∞˘Ùfi ÛËÌ·›ÓÂÈ fiÙÈ ‰ÂÓ ¤¯Ô˘Ó
ÎÔÈÓfi ÛËÌÂ›Ô, ÔfiÙÂ ÙÔ Û‡ÛÙËÌ· ‰ÂÓ ¤¯ÂÈ Ï‡ÛË.
™ÙËÓ ÂÚ›ÙˆÛË ·˘Ù‹ Ï¤ÌÂ fiÙÈ ÙÔ Û‡ÛÙËÌ·
Â›Ó·È ·‰‡Ó·ÙÔ.

∞fiÚÈÛÙÔ Û‡ÛÙËÌ·
°È· Ó· ÂÈÏ‡ÛÔ˘ÌÂ ÙÔ Û‡ÛÙËÌ·

� 3x –  y  = 6 
6x – 2y = 12

Û¯Â‰È¿˙Ô˘ÌÂ ÙÈ˜ Â˘ıÂ›Â˜
Â1 : 3x – y = 6    Î·È
Â2 : 6x – 2y = 12,

ÔÈ ÔÔ›Â˜, fiˆ˜ ·Ú·ÙËÚÔ‡ÌÂ ÛÙÔ ‰ÈÏ·Ófi
Û¯‹Ì·, Û˘Ì›ÙÔ˘Ó (Ù·˘Ù›˙ÔÓÙ·È). ÕÚ· ¤¯Ô˘Ó fiÏ·
Ù· ÛËÌÂ›· ÙÔ˘˜ ÎÔÈÓ¿ Î·È ÂÔÌ¤Óˆ˜ ÙÔ Û‡ÛÙËÌ·
¤¯ÂÈ ¿ÂÈÚÂ˜ Ï‡ÛÂÈ˜. ™ÙËÓ ÂÚ›ÙˆÛË ·˘Ù‹ Ï¤ÌÂ
fiÙÈ ÙÔ Û‡ÛÙËÌ· Â›Ó·È ·fiÚÈÛÙÔ.

129

3.2 ∏ ¤ÓÓÔÈ· ÙÔ˘ ÁÚ·ÌÌÈÎÔ‡ Û˘ÛÙ‹Ì·ÙÔ˜ Î·È Ë ÁÚ·ÊÈÎ‹ Â›Ï˘Û‹ ÙÔ˘
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·) ¡· ÂÈÏ˘ıÂ› ÁÚ·ÊÈÎ¿ ÙÔ Û‡ÛÙËÌ·       (™) : � 2x + 3y = 14
x – 2y  = 0 

‚) ¡· ‚ÚÂıÂ› ÙÔ ÂÌ‚·‰fiÓ ÙÔ˘ ÙÚÈÁÒÓÔ˘ Ô˘ Û¯ËÌ·Ù›˙Ô˘Ó ÔÈ Â˘ıÂ›Â˜ Â1 : 2x + 3y = 14,
Â2 : x – 2y = 0 Î·È Ô ¿ÍÔÓ·˜ x�x.

Λύση
·) °È· Ó· Û¯Â‰È¿ÛÔ˘ÌÂ ÙËÓ Â˘ıÂ›·

Â1 : 2x + 3y = 14 ÚÔÛ‰ÈÔÚ›-
˙Ô˘ÌÂ ‰‡Ô ÛËÌÂ›· ÙË˜.
°È· x = 1 ¤¯Ô˘ÌÂ 2 + 3y = 14
‹  3y = 12, ofiÙÂ y = 4.
°È· x = 7 ¤¯Ô˘ÌÂ 2 � 7 + 3y = 14
‹  3y = 0, ÔfiÙÂ y = 0.
ÕÚ· Ë Â˘ıÂ›· Â1 ‰È¤Ú¯ÂÙ·È ·fi
Ù· ÛËÌÂ›· ∞(1, 4) Î·È μ(7, 0).
°È· Ó· Û¯Â‰È¿ÛÔ˘ÌÂ ÙËÓ Â˘ıÂ›·
Â2 : x – 2y = 0 ÚÔÛ‰ÈÔÚ›˙Ô˘ÌÂ ‰‡Ô ÛËÌÂ›· ÙË˜.
°È· x = 0  ¤¯Ô˘ÌÂ  –2y = 0, ÔfiÙÂ y = 0.
°È· x = 2  ¤¯Ô˘ÌÂ  2 – 2y = 0 ‹ –2y = –2, ÔfiÙÂ y = 1.
ÕÚ· Ë Â˘ıÂ›· Â2 ‰È¤Ú¯ÂÙ·È ·fi Ù· ÛËÌÂ›· √(0, 0) Î·È °(2, 1).
¶·Ú·ÙËÚÔ‡ÌÂ fiÙÈ ÔÈ Â˘ıÂ›Â˜ Â1, Â2 ¤¯Ô˘Ó ¤Ó· ÌfiÓÔ ÎÔÈÓfi ÛËÌÂ›Ô ÙÔ ª(4, 2), ÔfiÙÂ
ÙÔ Û‡ÛÙËÌ· (™) ¤¯ÂÈ Ì›· Ï‡ÛË ÙËÓ (x, y) = (4, 2).

‚) ΔÔ ÙÚ›ÁˆÓÔ Ô˘ Û¯ËÌ·Ù›˙Ô˘Ó ÔÈ Â˘ıÂ›Â˜ Â1, Â2 Î·È Ô ¿ÍÔÓ·˜ x�x Â›Ó·È ÙÔ √ªμ, ÙÔ
ÔÔ›Ô ¤¯ÂÈ ‚¿ÛË √μ = 7 Î·È ‡„Ô˜ ª¢ = 2.

ÕÚ· ÙÔ ÂÌ‚·‰fiÓ ÙÔ˘ Â›Ó·È ∂ = = 7 ÙÂÙÚ·ÁˆÓÈÎ¤˜ ÌÔÓ¿‰Â˜.

N· Û¯Â‰È¿ÛÂÙÂ ÙÈ˜ Â˘ıÂ›Â˜:    Â1 : x – y = 0,    Â2 : x + y = 0,    Â3 : –x + y = –3.
¶fiÛÂ˜ Ï‡ÛÂÈ˜ ¤¯ÂÈ Î·ı¤Ó· ·fi Ù· ·Ú·Î¿Ùˆ Û˘ÛÙ‹Ì·Ù·:

(™1) : � x – y = 0
(™2) : � x – y = 0

x + y = 0 –x + y = 0

Λύση
°È· Ó· Û¯Â‰È¿ÛÔ˘ÌÂ ÙËÓ Â˘ıÂ›· Â1 : x – y = 0 ÚÔÛ‰ÈÔÚ›˙Ô˘ÌÂ ‰‡Ô ÛËÌÂ›· ÙË˜. 
°È·  x = 0 ¤¯Ô˘ÌÂ y = 0 Î·È ÁÈ· x = 1 ¤¯Ô˘ÌÂ y = 1. ÕÚ· Ë Â˘ıÂ›· Â1 ‰È¤Ú¯ÂÙ·È ·fi
Ù· ÛËÌÂ›· √(0, 0) Î·È ∞(1, 1).
°È· Ó· Û¯Â‰È¿ÛÔ˘ÌÂ ÙËÓ Â˘ıÂ›· Â2 : x + y = 0 ÚÔÛ‰ÈÔÚ›˙Ô˘ÌÂ ‰‡Ô ÛËÌÂ›· ÙË˜.
°È·  x = 0 ¤¯Ô˘ÌÂ y = 0 Î·È ÁÈ· x = –1 ¤¯Ô˘ÌÂ y = 1.  ÕÚ· Ë Â˘ıÂ›· Â2 ‰È¤Ú¯ÂÙ·È
·fi Ù· ÛËÌÂ›· √(0, 0) Î·È μ(–1, 1).

2

7 � 2
2
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Â2: 
x–2y=0

Â
1 : 2x+3y=14

y

4

2

1 °(2, 1)

1 ¢(4, 0)

ª(4, 2)

20 x

∞(1, 4)

B(7, 0)



™¯Â‰È¿˙Ô˘ÌÂ Î·È ÙËÓ Â˘ıÂ›· Â3 : –x + y = –3.
°È·  x = 0 ¤¯Ô˘ÌÂ y = –3 Î·È ÁÈ· y = 0
¤¯Ô˘ÌÂ x = 3.  ÕÚ· Ë Â˘ıÂ›· Â3 ‰È¤Ú¯ÂÙ·È
·fi Ù· ÛËÌÂ›· °(0, –3) Î·È ¢(3, 0).

ΔÔ Û‡ÛÙËÌ· (™1) ¤¯ÂÈ ÌÔÓ·‰ÈÎ‹ Ï‡ÛË ÙËÓ
(0, 0), ·ÊÔ‡ ÔÈ Â˘ıÂ›Â˜ Â1 Î·È Â2 Ù¤ÌÓÔÓÙ·È
ÛÙÔ ÛËÌÂ›Ô √(0, 0), ÂÓÒ ÙÔ Û‡ÛÙËÌ· (™2)
Â›Ó·È ·‰‡Ó·ÙÔ, ·ÊÔ‡ ÔÈ Â˘ıÂ›Â˜ Â1 Î·È Â2 Â›Ó·È
·Ú¿ÏÏËÏÂ˜.

¡· ÂÈÏ¤ÍÂÙÂ ÙË ÛˆÛÙ‹ ·¿ÓÙËÛË.

ΔÔ Û‡ÛÙËÌ· � x – y = 5 
¤¯ÂÈ ˆ˜ Ï‡ÛË ÙÈ˜ Û˘ÓÙÂÙ·ÁÌ¤ÓÂ˜ ÙÔ˘ ÛËÌÂ›Ô˘:

2x + y = 1

·) ∞(–3, 2) ‚) μ(1, –1) Á) °(1, –4) ‰) ¢(2, –3)

∞Ó ÔÈ ÂÍÈÛÒÛÂÈ˜ ÂÓfi˜ ÁÚ·ÌÌÈÎÔ‡ Û˘ÛÙ‹Ì·ÙÔ˜ ·ÚÈÛÙ¿ÓÔÓÙ·È ÌÂ ÙÈ˜ Â˘ıÂ›Â˜ Â1 Î·È
Â2, Ó· Û˘ÌÏËÚÒÛÂÙÂ ÙÔÓ ·Ú·Î¿Ùˆ ›Ó·Î· ·ÓÙÈÛÙÔÈ¯›˙ÔÓÙ·˜ ÛÂ Î¿ıÂ ˙Â‡ÁÔ˜
Â˘ıÂÈÒÓ ÙË˜ ÛÙ‹ÏË˜ ∞, ÙÔ ÛˆÛÙfi Û˘Ì¤Ú·ÛÌ· ·fi ÙË ÛÙ‹ÏË μ.

ªÂ ÙË ‚Ô‹ıÂÈ· ÙÔ˘ ‰ÈÏ·ÓÔ‡ Û¯‹Ì·ÙÔ˜ Ó·
‚ÚÂ›ÙÂ ÙË Ï‡ÛË ÛÂ Î·ı¤Ó· ·fi Ù· ·Ú·Î¿Ùˆ
Û˘ÛÙ‹Ì·Ù·.

·) � 2x – 3y = 0
‚) � 2x – 3y = 0

–2x + y = 4 2x + 3y = 12

Á) � y = 0
‰) � x = 0

2x + 3y = 12 2x – 3y = 0

3

1. To Û‡ÛÙËÌ· Â›Ó·È ·fiÚÈÛÙÔ.

2. ΔÔ Û‡ÛÙËÌ· ¤¯ÂÈ Ì›·  ÌfiÓÔ Ï‡ÛË.

3. ΔÔ Û‡ÛÙËÌ· Â›Ó·È ·‰‡Ó·ÙÔ.

·. √È Â˘ıÂ›Â˜ Â1, Â2 Ù¤ÌÓÔÓÙ·È.

‚. √È Â˘ıÂ›Â˜ Â1, Â2 Â›Ó·È ·Ú¿ÏÏËÏÂ˜.

Á. √È Â˘ıÂ›Â˜ Â1, Â2 Û˘Ì›ÙÔ˘Ó.

™Ù‹ÏË μ™Ù‹ÏË ∞

2

1
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3.2 ∏ ¤ÓÓÔÈ· ÙÔ˘ ÁÚ·ÌÌÈÎÔ‡ Û˘ÛÙ‹Ì·ÙÔ˜ Î·È Ë ÁÚ·ÊÈÎ‹ Â›Ï˘Û‹ ÙÔ˘

Á‚·

y

Â 1
: x

–y=
0

Â 3
: –

x+
y=

–3

Â
2 : x+y=0

¢(3, 0)

μ(–1, 1)

°(0, –3)

∞(1,1)

x0

y

x0 1

1–2
x 

+
 y

 =
 4

2x –
3y=

0

2x+3y=12



¡· Ï‡ÛÂÙÂ ÁÚ·ÊÈÎ¿ Ù· Û˘ÛÙ‹Ì·Ù·:

·) � x = 3
‚) � y = 3

Á) � x + y = 0
x + 2y = 7 –2x + y = 1 x – y = 0

‰) �3x – y = 2
Â) � 3x + 6y = 9

ÛÙ) � 2x – y = 10
x – y = 0 2x + 4y = 6 4x – 2y = 1

¡· ÚÔÛ‰ÈÔÚ›ÛÂÙÂ ÁÚ·ÊÈÎ¿ ÙÔ Ï‹ıÔ˜ ÙˆÓ Ï‡ÛÂˆÓ ÛÂ Î·ı¤Ó· ·fi Ù· ·Ú·Î¿Ùˆ
Û˘ÛÙ‹Ì·Ù·:

·) � x + 2y = 5
‚) � x – 3y = 2

Á) � x + y = 2
x + 2y = 1 2x – 6y = 4 x + 3y = 6

™ÙÔ ‰ÈÏ·Ófi Û¯‹Ì· Ê·›ÓÂÙ·È ÙÔ ‰È¿ÁÚ·ÌÌ·
Ù·¯‡ÙËÙ·˜ – ¯ÚfiÓÔ˘ ‰‡Ô ·˘ÙÔÎÈÓ‹ÙˆÓ ∞ Î·È μ.
¡· ‚ÚÂ›ÙÂ:
·) ΔËÓ ·Ú¯ÈÎ‹ Ù·¯‡ÙËÙ· Î¿ıÂ ·˘ÙÔÎÈÓ‹ÙÔ˘.
‚) ™Â fiÛÔ ¯ÚfiÓÔ ÌÂÙ¿ ÙËÓ ÂÎÎ›ÓËÛ‹ ÙÔ˘˜ Ù·

‰‡Ô ·˘ÙÔÎ›ÓËÙ· ı· ¤¯Ô˘Ó ÙËÓ ›‰È· Ù·¯‡ÙËÙ·
Î·È ÔÈ· ı· Â›Ó·È ·˘Ù‹;

ŒÓ·˜ Ê›Ï·ıÏÔ˜ ÁÈ· Ó· ·Ú·ÎÔÏÔ˘ı‹ÛÂÈ 
ÙÔ˘˜ ·ÁÒÓÂ˜ ÌÈ·˜ ÔÌ¿‰·˜ ¤¯ÂÈ ÙÈ˜ ÂÍ‹˜
‰˘Ó·ÙfiÙËÙÂ˜:
– ¡· ÏËÚÒÓÂÈ 20 C ÁÈ· Î·ıÂ ·ÁÒÓ· Ô˘

·Ú·ÎÔÏÔ˘ıÂ›.
– ¡· ÏËÚÒÛÂÈ 60 C ˆ˜ ·Ú¯ÈÎ‹ Û˘Ó‰Úfi-

Ì‹ Î·È ÁÈ· Î¿ıÂ ·ÁÒÓ· Ô˘ ·Ú·ÎÔÏÔ˘-
ıÂ› Ó· ÏËÚÒÓÂÈ 10 C.

– ¡· ÏËÚÒÛÂÈ 300 C Î·È Ó· ·Ú·ÎÔÏÔ˘-
ıÂ› fiÛÔ˘˜ ·ÁÒÓÂ˜ ÂÈı˘ÌÂ›.

∏ Û¯¤ÛË Ô˘ Û˘Ó‰¤ÂÈ ÙÔ Ï‹ıÔ˜ ÙˆÓ ·ÁÒ-
ÓˆÓ Ô˘ ı· ·Ú·ÎÔÏÔ˘ı‹ÛÂÈ Ô Ê›Ï·ıÏÔ˜
ÌÂ ÙÔ ¯ÚËÌ·ÙÈÎfi ÔÛfi Ô˘ ı· ÏËÚÒÛÂÈ
ÛÂ Î¿ıÂ ÂÚ›ÙˆÛË ·ÚÈÛÙ¿ÓÂÙ·È ÌÂ ÛËÌÂ›· ÌÈ·˜ ·fi ÙÈ˜ Â˘ıÂ›Â˜ Â1, Â2, Â3.
·) ¡· ·ÓÙÈÛÙÔÈ¯›ÛÂÙÂ Î¿ıÂ ÂÚ›ÙˆÛË ÛÂ ÌÈ· ·fi ÙÈ˜ ÙÚÂÈ˜ Â˘ıÂ›Â˜.
‚) ¶fiÛÔ˘˜ ·ÁÒÓÂ˜ Ú¤ÂÈ Ó· ·Ú·ÎÔÏÔ˘ı‹ÛÂÈ ¤Ó·˜ Ê›Ï·ıÏÔ˜, ÒÛÙÂ Ù· ¯Ú‹Ì·Ù·

Ô˘ ı· ÏËÚÒÛÂÈ Ó· Â›Ó·È Ù· ›‰È· ÛÙË ‰Â‡ÙÂÚË Î·È ÙÚ›ÙË ÂÚ›ÙˆÛË;
Á) ∞Ó Ô Ê›Ï·ıÏÔ˜ ·Ú·ÎÔÏÔ‡ıËÛÂ ÙÂÏÈÎ¿ 12 ·ÁÒÓÂ˜, ÔÈ· ÂÚ›ÙˆÛË ‹Ù·Ó Ë ÈÔ

Û˘ÌÊ¤ÚÔ˘Û·;
‰) ∞Ó ·Ú·ÎÔÏÔ‡ıËÛÂ ÌfiÓÔ 15 ·ÁÒÓÂ˜ Î·È ‰ÂÓ Â›¯Â ÂÈÏ¤ÍÂÈ ÙËÓ ÈÔ Û˘ÌÊ¤ÚÔ˘Û·

ÂÚ›ÙˆÛË, fiÛ· Â˘ÚÒ ˙ËÌÈÒıËÎÂ;
Â) ¶fiÙÂ Â›Ó·È ÈÔ Û˘ÌÊ¤ÚÔ˘Û· Î¿ıÂ ÂÚ›ÙˆÛË;

4

3

2

1
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M¤ÚÔ˜ ∞ - ∫ÂÊ¿Ï·ÈÔ 3Ô
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✔ Μαθαίνω να λύνω ένα γραμμικό σύστημα δύο εξισώσεων
με δύο αγνώστους με τη μέθοδο:
α) της αντικατάστασης β) των αντιθέτων συντελεστών

✔ Μαθαίνω να λύνω προβλήματα με τη βοήθεια συστημάτων.

∫·Ù¿ ÙË ‰È¿ÚÎÂÈ· ÂÓfi˜ Ô‰ÔÛÊ·ÈÚÈÎÔ‡ ÚˆÙ·ıÏ‹Ì·ÙÔ˜, ·fi ÙÔ˘˜ 30 ·ÁÒÓÂ˜ Ô˘
¤‰ˆÛÂ ÌÈ· ÔÌ¿‰· ËÙÙ‹ıËÎÂ ÛÙÔ˘˜ 10, ÂÓÒ ÛÙÔ˘˜ ˘fiÏÔÈÔ˘˜ Î¤Ú‰ÈÛÂ ‹ ¤ÊÂÚÂ
ÈÛÔ·Ï›·. °È· Î¿ıÂ Ó›ÎË ÙË˜ ‹ÚÂ 3 ‚·ıÌÔ‡˜, ÁÈ· Î¿ıÂ ÈÛÔ·Ï›· ‹ÚÂ 1 ‚·ıÌfi Î·È ÁÈ·
Î¿ıÂ ‹ÙÙ· ‰ÂÓ ‹ÚÂ ‚·ıÌfi. ∞Ó ÙÂÏÈÎ¿ Û˘ÁÎ¤ÓÙÚˆÛÂ 44 ‚·ıÌÔ‡˜, fiÛÂ˜ ÊÔÚ¤˜ Ó›ÎËÛÂ
Î·È fiÛÂ˜ ¤ÊÂÚÂ ÈÛÔ·Ï›·; 

∏ ÁÚ·ÊÈÎ‹ Â›Ï˘ÛË ÂÓfi˜ Û˘ÛÙ‹Ì·ÙÔ˜ ‰ÂÓ Ô‰ËÁÂ› ¿ÓÙÔÙÂ ÛÙÔÓ ·ÎÚÈ‚‹ ÚÔÛ‰ÈÔÚÈÛÌfi ÙË˜
Ï‡ÛË˜ ÙÔ˘, ·ÊÔ‡ ÛÂ ÔÚÈÛÌ¤ÓÂ˜ ÂÚÈÙÒÛÂÈ˜ ÔÈ Û˘ÓÙÂÙ·ÁÌ¤ÓÂ˜ ÙÔ˘ ÎÔÈÓÔ‡ ÛËÌÂ›Ô˘ ÙˆÓ
‰‡Ô Â˘ıÂÈÒÓ ÙÔ˘ ‰ÂÓ Â›Ó·È Â‡ÎÔÏÔ Ó· ÚÔÛ‰ÈÔÚÈÛÙÔ‡Ó.
∏ ·ÏÁÂ‚ÚÈÎ‹ fiÌˆ˜ Â›Ï˘Û‹ ÙÔ˘, fiˆ˜ ı· ‰Ô‡ÌÂ Û’ ·˘Ù‹ ÙËÓ ·Ú¿ÁÚ·ÊÔ, Ì·˜ ‰›ÓÂÈ ÙË
‰˘Ó·ÙfiÙËÙ· Ó· ÚÔÛ‰ÈÔÚ›˙Ô˘ÌÂ ÌÂ ·ÎÚ›‚ÂÈ· ÙË Ï‡ÛË ÙÔ˘ (·Ó ˘¿Ú¯ÂÈ) ÛÂ ÔÔÈ·‰‹ÔÙÂ
ÂÚ›ÙˆÛË.
°È· Ó· ÂÈÏ‡ÛÔ˘ÌÂ ·ÏÁÂ‚ÚÈÎ¿ ¤Ó· Û‡ÛÙËÌ·, ÂÈ‰ÈÒÎÔ˘ÌÂ Ó· ··ÏÂ›„Ô˘ÌÂ ·fi ÌÈ·
ÂÍ›ÛˆÛË ÙÔÓ ¤Ó· ·fi ÙÔ˘˜ ‰‡Ô ·ÁÓÒÛÙÔ˘˜ Î·È Ó· Î·Ù·Ï‹ÍÔ˘ÌÂ ÛÂ ÂÍ›ÛˆÛË ÌÂ ¤Ó·Ó
¿ÁÓˆÛÙÔ. ¢‡Ô ·fi ÙÈ˜ ÌÂıfi‰Ô˘˜ ÌÂ ÙÈ˜ ÔÔ›Â˜ ÂÈÙ˘Á¯¿ÓÂÙ·È ·˘Ùfi Â›Ó·È ÔÈ ÂÍ‹˜:

·) ª¤ıÔ‰Ô˜ ÙË˜ ·ÓÙÈÎ·Ù¿ÛÙ·ÛË˜

°È· Ó· ÂÈÏ‡ÛÔ˘ÌÂ ÙÔ Û‡ÛÙËÌ· � x + y = 20 ÌÂ ÙË Ì¤ıÔ‰Ô ÙË˜ ·ÓÙÈÎ·Ù¿ÛÙ·ÛË˜
x + 3y = 44

ÂÚÁ·˙fiÌ·ÛÙÂ ˆ˜ ÂÍ‹˜:

§‡ÓÔ˘ÌÂ ÙËÓ ÂÍ›ÛˆÛË x + y = 20 ˆ˜ ÚÔ˜ 
x Î·È ¤¯Ô˘ÌÂ  x = 20 – y

∞ÓÙÈÎ·ıÈÛÙÔ‡ÌÂ ÙÔ x ÌÂ 20 – y ÛÙËÓ
ÂÍ›ÛˆÛË x + 3y = 44 Î·È ¤¯Ô˘ÌÂ:

(20 – y) + 3y = 44
20 + 2y = 44
2y = 44 – 20

2y = 24  ¿Ú· y = 12

°È· y = 12 ·fi ÙËÓ ÂÍ›ÛˆÛË x = 20 – y
¤¯Ô˘ÌÂ:

x = 20 – 12
x = 8

ÕÚ· Ë Ï‡ÛË ÙÔ˘ Û˘ÛÙ‹Ì·ÙÔ˜ Â›Ó·È x = 8, y = 12,
‰ËÏ·‰‹ ÙÔ ˙Â‡ÁÔ˜  (x, y) = (8, 12)

ΔΡΑΣΤΗΡΙΟΤΗΤΑ

∞ÏÁÂ‚ÚÈÎ‹ Â›Ï˘ÛË ÁÚ·ÌÌÈÎÔ‡ Û˘ÛÙ‹Ì·ÙÔ˜3.3

ñ §‡ÓÔ˘ÌÂ Ì›· ·fi ÙÈ˜ ÂÍÈÛÒÛÂÈ˜ ÙÔ˘
Û˘ÛÙ‹Ì·ÙÔ˜ ˆ˜ ÚÔ˜ ¤Ó·Ó ¿ÁÓˆÛÙÔ.

ñ AÓÙÈÎ·ıÈÛÙÔ‡ÌÂ ÛÙËÓ ¿ÏÏË ÂÍ›ÛˆÛË ÙÔ˘
Û˘ÛÙ‹Ì·ÙÔ˜ ÙÔÓ ¿ÁÓˆÛÙÔ ·˘ÙfiÓ ÌÂ ÙËÓ ›ÛË
·Ú¿ÛÙ·Û‹ ÙÔ˘, ÔfiÙÂ ÚÔÎ‡ÙÂÈ ÂÍ›ÛˆÛË
ÌÂ ¤Ó·Ó ¿ÁÓˆÛÙÔ, ÙËÓ ÔÔ›· Î·È Ï‡ÓÔ˘ÌÂ.

ñ TËÓ ÙÈÌ‹ ÙÔ˘ ·ÁÓÒÛÙÔ˘ Ô˘ ‚Ú‹Î·ÌÂ ÙËÓ

·ÓÙÈÎ·ıÈÛÙÔ‡ÌÂ ÛÙËÓ ÚÔËÁÔ‡ÌÂÓË ÂÍ›ÛˆÛË,

ÔfiÙÂ ‚Ú›ÛÎÔ˘ÌÂ Î·È ÙÔÓ ¿ÏÏÔ ¿ÁÓˆÛÙÔ.

ñ ¶ÚÔÛ‰ÈÔÚ›˙Ô˘ÌÂ ÙË Ï‡ÛË ÙÔ˘ Û˘ÛÙ‹Ì·ÙÔ˜.



°È· Â·Ï‹ıÂ˘ÛË, ·ÓÙÈÎ·ıÈÛÙÔ‡ÌÂ ÙÈ˜ ÙÈÌ¤˜ x = 8 Î·È y = 12 ÛÙÈ˜ ÂÍÈÛÒÛÂÈ˜ ÙÔ˘ Û˘ÛÙ‹-

Ì·ÙÔ˜ Î·È ‰È·ÈÛÙÒÓÔ˘ÌÂ fiÙÈ ÙÔ ˙Â‡ÁÔ˜ (8, 12) Â›Ó·È Ï‡ÛË ÙÔ˘, ·ÊÔ‡ � 8 + 12 = 20
8 + 3 � 12 = 44.

™ÙËÓ ›‰È· Ï‡ÛË ı· Î·Ù·Ï‹Á·ÌÂ Î·È ·Ó Ï‡Ó·ÌÂ Ì›· ·fi ÙÈ˜ ÂÍÈÛÒÛÂÈ˜ ÙÔ˘ Û˘ÛÙ‹Ì·ÙÔ˜ ˆ˜
ÚÔ˜ y.

‚) ª¤ıÔ‰Ô˜ ÙˆÓ ·ÓÙÈı¤ÙˆÓ Û˘ÓÙÂÏÂÛÙÒÓ
AÓ ÛÙÈ˜ ‰‡Ô ÂÍÈÛÒÛÂÈ˜, ÔÈ Û˘ÓÙÂÏÂÛÙ¤˜ ÂÓfi˜ ·ÁÓÒÛÙÔ˘ Â›Ó·È ·ÓÙ›ıÂÙÔÈ ·ÚÈıÌÔ›, ÙfiÙÂ ÌÔ-
ÚÔ‡ÌÂ Ó· Ï‡ÛÔ˘ÌÂ ÙÔ Û‡ÛÙËÌ· ÈÔ ÁÚ‹ÁÔÚ·, ·Ó ÚÔÛı¤ÛÔ˘ÌÂ Î·Ù¿ Ì¤ÏË ÙÈ˜ ÂÍÈÛÒÛÂÈ˜ ÙÔ˘.

°È· ·Ú¿‰ÂÈÁÌ·, ÛÙÔ Û‡ÛÙËÌ· � 3x + 2y = 12
ÔÈ Û˘ÓÙÂÏÂÛÙ¤˜ ÙÔ˘ y Â›Ó·È ·ÓÙ›ıÂÙÔÈ ·ÚÈıÌÔ›

5x – 2y = 4
Î·È ·Ó ÚÔÛı¤ÛÔ˘ÌÂ ÙÈ˜ ‰‡Ô ÂÍÈÛÒÛÂÈ˜ Î·Ù¿ Ì¤ÏË, ÙfiÙÂ Ô ¿ÁÓˆÛÙÔ˜ y ··ÏÂ›ÊÂÙ·È.
ŒÙÛÈ ¤¯Ô˘ÌÂ:

3x + 5x = 12 + 4  ‹ 8x = 16, ÔfiÙÂ x = 2.
∞Ó ·ÓÙÈÎ·Ù·ÛÙ‹ÛÔ˘ÌÂ ÙËÓ ÙÈÌ‹ ÙÔ˘ x ÛÂ ÌÈ· ·fi ÙÈ˜ ‰‡Ô ÂÍÈÛÒÛÂÈ˜, .¯. ÛÙËÓ ÚÒÙË, ÙfiÙÂ
¤¯Ô˘ÌÂ: 

3 � 2 + 2y = 12  ‹ 2y = 6  ‹ y = 3.
ÕÚ· Ë Ï‡ÛË ÙÔ˘ Û˘ÛÙ‹Ì·ÙÔ˜ Â›Ó·È x = 2, y = 3, ‰ËÏ·‰‹ ÙÔ ˙Â‡ÁÔ˜ (x, y) = (2, 3).

ŸÙ·Ó fiÌˆ˜ ¤¯Ô˘ÌÂ Ó· Ï‡ÛÔ˘ÌÂ ÙÔ Û‡ÛÙËÌ· � 3x + 5y = 1
2x + 7y = 8

ÛÙÔ ÔÔ›Ô ‰ÂÓ ˘¿Ú¯Ô˘Ó ·ÓÙ›ıÂÙÔÈ Û˘ÓÙÂÏÂÛÙ¤˜ ÛÙÔÓ ›‰ÈÔ ¿ÁÓˆÛÙÔ ÙfiÙÂ:

°È· Ó· ··ÏÂ›„Ô˘ÌÂ ÙÔÓ ¿ÁÓˆÛÙÔ x, 
ÔÏÏ·Ï·ÛÈ¿˙Ô˘ÌÂ Ù· Ì¤ÏË ÙË˜ ÚÒÙË˜
ÂÍ›ÛˆÛË˜ ÌÂ ÙÔ –2 Î·È ÙË˜ ‰Â‡ÙÂÚË˜ ÌÂ
ÙÔ 3, ÔfiÙÂ ¤¯Ô˘ÌÂ:

� 3x + 5y = 1 � � (–2)
‹ � –6x – 10y = –2

2x + 7y = 8 � 3 6x + 21y = 24

–6x – 10y + 6x + 21y = –2 + 24
11y = 22, ofiÙÂ  y = 2

∞ÊÔ‡ y = 2, Ë ÂÍ›ÛˆÛË 3x + 5y = 1
ÁÚ¿ÊÂÙ·È:
3x + 5 � 2 = 17  ‹  3x + 10 = 1

3x  = –9 ‹ x = –3

ÕÚ· Ë Ï‡ÛË ÙÔ˘ Û˘ÛÙ‹Ì·ÙÔ˜ Â›Ó·È
x = –3, y = 2, ‰ËÏ·‰‹ ÙÔ ˙Â‡ÁÔ˜

(x, y) = (–3, 2)
°È· Â·Ï‹ıÂ˘ÛË ·ÓÙÈÎ·ıÈÛÙÔ‡ÌÂ ÙÈ˜ ÙÈÌ¤˜ x = –3 Î·È y = 2 ÛÙÈ˜ ÂÍÈÛÒÛÂÈ˜ ÙÔ˘ Û˘ÛÙ‹Ì·ÙÔ˜

Î·È ‰È·ÈÛÙÒÓÔ˘ÌÂ fiÙÈ ÙÔ ˙Â‡ÁÔ˜ (–3, 2) Â›Ó·È Ï‡ÛË ÙÔ˘, ·ÊÔ‡ � 3 � (–3) + 5 � 2 = 1
2 � (–3) + 7 � 2 = 8
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ñ ¶ÔÏÏ·Ï·ÛÈ¿˙Ô˘ÌÂ Ù· Ì¤ÏË Î¿ıÂ ÂÍ›ÛˆÛË˜
ÌÂ Î·Ù¿ÏÏËÏÔ ·ÚÈıÌfi, ÒÛÙÂ Ó· ÂÌÊ·ÓÈÛÙÔ‡Ó 
·ÓÙ›ıÂÙÔÈ Û˘ÓÙÂÏÂÛÙ¤˜ Û’ ¤Ó·Ó ·fi ÙÔ˘˜ ‰‡Ô
·ÁÓÒÛÙÔ˘˜ ÚÔÎÂÈÌ¤ÓÔ˘ Ó· ÙÔÓ ··ÏÂ›„Ô˘ÌÂ

ñ ¶ÚÔÛı¤ÙÔ˘ÌÂ Î·Ù¿ Ì¤ÏË ÙÈ˜ ‰‡Ô ÂÍÈÛÒÛÂÈ˜,
ÔfiÙÂ ÚÔÎ‡ÙÂÈ ÂÍ›ÛˆÛË ÌÂ ¤Ó·Ó ¿ÁÓˆÛÙÔ
ÙËÓ ÔÔ›· Î·È Ï‡ÓÔ˘ÌÂ.

ñ ∞ÓÙÈÎ·ıÈÛÙÔ‡ÌÂ ÙËÓ ÙÈÌ‹ ÙÔ˘ ·ÁÓÒÛÙÔ˘ Ô˘
‚Ú‹Î·ÌÂ ÛÂ Ì›· ·fi ÙÈ˜ ‰‡Ô ÂÍÈÛÒÛÂÈ˜ ÙÔ˘
Û˘ÛÙ‹Ì·ÙÔ˜, ÔfiÙÂ ‚Ú›ÛÎÔ˘ÌÂ ÙËÓ ÙÈÌ‹ Î·È ÙÔ˘
¿ÏÏÔ˘ ·ÁÓÒÛÙÔ˘.

ñ ¶ÚÔÛ‰ÈÔÚ›˙Ô˘ÌÂ ÙË Ï‡ÛË ÙÔ˘ Û˘ÛÙ‹Ì·ÙÔ˜.



N· ‚ÚÂıÔ‡Ó ‰‡Ô ·Ú·ÏËÚˆÌ·ÙÈÎ¤˜ ÁˆÓ›Â˜, ·Ó Ë Ì›· ·fi ·˘Ù¤˜ Â›Ó·È ÌÂÁ·Ï‡ÙÂÚË
·fi ÙÔ ÙÚÈÏ¿ÛÈÔ ÙË˜ ¿ÏÏË˜ Î·Ù¿ 12Æ.

Λύση
∞Ó ˆ, Ê Â›Ó·È ÔÈ ‰‡Ô ·Ú·ÏËÚˆÌ·ÙÈÎ¤˜ ÁˆÓ›Â˜, ÙfiÙÂ ˆ + Ê = 180Æ. ∞Ó ˆ Â›Ó·È Ë
ÌÂÁ·Ï‡ÙÂÚË, ÙfiÙÂ ¤¯Ô˘ÌÂ Î·È ˆ = 3Ê + 12Æ. °È· Ó· ‚ÚÔ‡ÌÂ ÙÈ˜ ÁˆÓ›Â˜ ˆ, Ê
Ï‡ÓÔ˘ÌÂ ÙÔ Û‡ÛÙËÌ· ·˘ÙÒÓ ÙˆÓ ÂÍÈÛÒÛÂˆÓ.

� ˆ + Ê = 180Æ
‹ � 3Ê + 12Æ + Ê = 180Æ

‹ � 3Ê + Ê= 180Æ – 12Æ
‹

ˆ = 3Ê + 12Æ ˆ = 3Ê + 12Æ ˆ = 3Ê + 12Æ

� 4Ê = 168Æ
‹ � Ê = 42Æ

‹ � Ê = 42Æ
ˆ = 3Ê + 12Æ ˆ = 3 � 42Æ + 12Æ ˆ = 138Æ

ÕÚ· ÔÈ ˙ËÙÔ‡ÌÂÓÂ˜ ÁˆÓ›Â˜ Â›Ó·È ˆ = 138Æ Î·È Ê = 42Æ.

N· Ï˘ıÂ› ÙÔ Û‡ÛÙËÌ· � (x + 2y) + y = 7
x + 2y = 4

Λύση
∞ÓÙÈÎ·ıÈÛÙÔ‡ÌÂ ÙÔ x + 2y ÌÂ 4 ÛÙËÓ ÚÒÙË ÂÍ›ÛˆÛË ÙÔ˘ Û˘ÛÙ‹Ì·ÙÔ˜, ÔfiÙÂ ¤¯Ô˘ÌÂ:

� 4 + y = 7
‹ � y = 7 – 4

‹ � y = 3
‹ � y = 3

x + 2y = 4 x + 2y = 4 x + 2y = 4 x + 2 � 3 = 4

� y = 3
‹ � y = 3

‹ � y = 3
x + 6 = 4 x = 4 – 6 x = –2

ÕÚ· Ë Ï‡ÛË ÙÔ˘ Û˘ÛÙ‹Ì·ÙÔ˜ Â›Ó·È x = –2, y = 3, ‰ËÏ·‰‹ ÙÔ ˙Â‡ÁÔ˜ (x, y) = (–2, 3).

N· Ï˘ıÂ› ÙÔ Û‡ÛÙËÌ· � – = 1

+ = 2

Λύση
°È· Ó· ·ÏÔ˘ÛÙÂ˘ıÔ‡Ó ÔÈ ÂÍÈÛÒÛÂÈ˜ ÙÔ˘ Û˘ÛÙ‹Ì·ÙÔ˜, Î¿ÓÔ˘ÌÂ ··ÏÔÈÊ‹ ·ÚÔÓÔ-
Ì·ÛÙÒÓ Î·È ÙÈ˜ ··ÈÙÔ‡ÌÂÓÂ˜ Ú¿ÍÂÈ˜, ÔfiÙÂ ¤¯Ô˘ÌÂ:

� 8 � – 8 � = 8 � 1
‹ � 4(3x – y) – (x + y) = 8

‹

10 � + 10 � = 10 � 2 2(2x – 1) + 5(y – 3) = 20

� 12x – 4y – x – y = 8
‹ � 12x – 4y – x – y = 8

‹ � 11x – 5y = 8
4x – 2 + 5y – 15 = 20 4x – 2 + 5y = 20 4x + 5y = 37

y – 3
2

2x – 1
5

x + y
8

3x – y
2

y – 3
2

2x – 1
5

x + y
8

3x – y
2

3

2

1
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OÈ Û˘ÓÙÂÏÂÛÙ¤˜ ÙÔ˘ ·ÁÓÒÛÙÔ˘ y Â›Ó·È ·ÓÙ›ıÂÙÔÈ, ÔfiÙÂ ÚÔÛı¤ÙÔÓÙ·˜ Î·Ù¿ Ì¤ÏË
¤¯Ô˘ÌÂ :    11x + 4x = 8 + 37   ‹   15x = 45   ‹   x = 3.
∞ÓÙÈÎ·ıÈÛÙÔ‡ÌÂ ÙËÓ ÙÈÌ‹ x = 3 ÛÙË ‰Â‡ÙÂÚË ÂÍ›ÛˆÛË Î·È ¤¯Ô˘ÌÂ:

4 � 3 + 5y = 37   ‹   12 + 5y = 37   ‹   5y = 25   ‹   y = 5.
ÕÚ· Ë Ï‡ÛË ÙÔ˘ Û˘ÛÙ‹Ì·ÙÔ˜ Â›Ó·È x = 3, y = 5, ‰ËÏ·‰‹ ÙÔ ˙Â‡ÁÔ˜ (x, y) = (3, 5).

O ÎÂÚÌ·ÙÔ‰¤ÎÙË˜ ÂÓfi˜ ÌË¯·Ó‹Ì·ÙÔ˜ ÒÏËÛË˜ ·Ó·„˘ÎÙÈÎÒÓ ‰¤¯ÂÙ·È Î¤ÚÌ·Ù· ÙˆÓ
50 ÏÂÙÒÓ Î·È ÙÔ˘ 1 Â˘ÚÒ. ŸÙ·Ó ·ÓÔ›¯ÙËÎÂ, ‰È·ÈÛÙÒıËÎÂ fiÙÈ ÂÚÈÂ›¯Â 126
Î¤ÚÌ·Ù· Û˘ÓÔÏÈÎ‹˜ ·Í›·˜ 90 Â˘ÚÒ. ¶fiÛ· Î¤ÚÌ·Ù· ˘‹Ú¯·Ó ·fi Î¿ıÂ Â›‰Ô˜;

Λύση
∞Ó x ‹Ù·Ó Ù· Î¤ÚÌ·Ù· ÙˆÓ 50 ÏÂÙÒÓ Î·È y ‹Ù·Ó Ù· Î¤ÚÌ·Ù· ÙÔ˘ 1 Â˘ÚÒ, ÙfiÙÂ
¤¯Ô˘ÌÂ ÙËÓ ÂÍ›ÛˆÛË    x + y = 126 (1).
H Û˘ÓÔÏÈÎ‹ ·Í›· ÙˆÓ ÎÂÚÌ¿ÙˆÓ ÛÂ Â˘ÚÒ ‹Ù·Ó   0,50 � x + 1 � y, ÔfiÙÂ ¤¯Ô˘ÌÂ ÙËÓ
ÂÍ›ÛˆÛË 0,50 � x + 1 � y = 90 (2).

§‡ÓÔ˘ÌÂ ÙÔ Û‡ÛÙËÌ· ÙˆÓ ÂÍÈÛÒÛÂˆÓ (1) Î·È (2):

� x + y = 126 � ‹ � x + y = 126
0,50 � x + 1 � y =  90  �(–2) –x – 2y = –180

MÂ ÚfiÛıÂÛË Î·Ù¿ Ì¤ÏË ¤¯Ô˘ÌÂ y – 2y = 126 – 180   ‹   –y = –54   ‹   y = 54.

AÓÙÈÎ·ıÈÛÙÔ‡ÌÂ ÙËÓ ÙÈÌ‹ y = 54 ÛÙËÓ ÚÒÙË ÂÍ›ÛˆÛË Î·È ¤¯Ô˘ÌÂ:
x + 54 = 126   ‹   x = 126 – 54   ‹   x = 72.

ÕÚ· ˘‹Ú¯·Ó 72 Î¤ÚÌ·Ù· ÙˆÓ 50 ÏÂÙÒÓ Î·È 54 Î¤ÚÌ·Ù· ÙÔ˘ 1 Â˘ÚÒ.

¡· ‚ÚÂ›ÙÂ ÔÈÔ ·fi Ù· ·Ú·Î¿Ùˆ ˙Â‡ÁË Â›Ó·È Ï‡ÛË ÙÔ˘ Û˘ÛÙ‹Ì·ÙÔ˜ � x + y = 6
x – y = 4

·) (2, 4) ‚) (7, –1) Á) (6, 2) ‰) (5, 1)

°È· ÙËÓ Â›Ï˘ÛË ÙÔ˘ Û˘ÛÙ‹Ì·ÙÔ˜ � 3x + 2y = 5
2x + y = 7

ÌÂ ÙË Ì¤ıÔ‰Ô ÙË˜ ·ÓÙÈÎ·Ù¿ÛÙ·ÛË˜ Â›Ó·È ÚÔÙÈÌfiÙÂÚÔ Ó· Ï‡ÛÔ˘ÌÂ:
·) ÙËÓ ÚÒÙË ÂÍ›ÛˆÛË ˆ˜ ÚÔ˜ x; ‚) ÙËÓ ÚÒÙË ÂÍ›ÛˆÛË ˆ˜ ÚÔ˜ y;
Á) ÙË ‰Â‡ÙÂÚË ÂÍ›ÛˆÛË ˆ˜ ÚÔ˜ x; ‰) ÙË ‰Â‡ÙÂÚË ÂÍ›ÛˆÛË ˆ˜ ÚÔ˜ y;

AÓ ÛÙÔ Û‡ÛÙËÌ· � 3x + 5y = –1
ÂÊ·ÚÌfiÛÔ˘ÌÂ ÙË Ì¤ıÔ‰Ô ÙˆÓ ·ÓÙÈı¤ÙˆÓ

2x – 5y = –9
Û˘ÓÙÂÏÂÛÙÒÓ ÔÈ· ·fi ÙÈ˜ ·Ú·Î¿Ùˆ ÂÍÈÛÒÛÂÈ˜ ÚÔÎ‡ÙÂÈ;

·) 3x = –1 ‚) 2x = –9 Á) 5x = –10 ‰) 5x = 10

3

2

1
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MÂ ÔÈÔ˘˜ ·ÚÈıÌÔ‡˜ Ú¤ÂÈ Ó· ÔÏÏ·Ï·ÛÈ¿ÛÔ˘ÌÂ Ù· Ì¤ÏË Î¿ıÂ ÂÍ›ÛˆÛË˜ ÁÈ· Ó·
ÚÔÎ‡„Ô˘Ó ·ÓÙ›ıÂÙÔÈ Û˘ÓÙÂÏÂÛÙ¤˜ ÛÙÔÓ ¿ÁÓˆÛÙÔ y ÛÂ Î¿ıÂ Û‡ÛÙËÌ·;

�  5x + 4y = 9   �  ..... � 4x – 3y = 1   �  .....–3x + 2y = 1 ..... 2x + 5y = 4 .....

MÂ ÔÈ· Ì¤ıÔ‰Ô Â›Ó·È ÚÔÙÈÌfiÙÂÚÔ Ó· Ï‡ÛÔ˘ÌÂ Î·ı¤Ó· ·fi Ù· ·Ú·Î¿Ùˆ Û˘ÛÙ‹Ì·Ù·;

·) � 7x + 4y = 8
‚) � 2x + 5y = 7

Á) � y = 3x + 2
‰) � 5x + 3y = 2

y = 3x – 5 5x – 5y = 18 y = – 5x + 8 3x – 2y = 4

™Â Î·ı¤Ó· ·fi Ù· ·Ú·Î¿Ùˆ Û˘ÛÙ‹Ì·Ù·

(™1) : � –2x + y = 5
(™2) : �   5x – 7y = –4

2x – y = 3 –5x + 7y = 4
·Ó ÂÊ·ÚÌfiÛÔ˘ÌÂ ÙË Ì¤ıÔ‰Ô ÙˆÓ ·ÓÙÈı¤ÙˆÓ Û˘ÓÙÂÏÂÛÙÒÓ, ÙfiÙÂ ··ÏÂ›ÊÔÓÙ·È Î·È ÔÈ
‰‡Ô ¿ÁÓˆÛÙÔÈ. ¶ÔÈÔ Û˘Ì¤Ú·ÛÌ· ÚÔÎ‡ÙÂÈ ÁÈ· Î·ı¤Ó· ·fi Ù· Û˘ÛÙ‹Ì·Ù·;

¡· Ï‡ÛÂÙÂ Ù· Û˘ÛÙ‹Ì·Ù·:

·) � x – 2y = 1
‚) � x + 3y = –2

Á) � 4x – y = 10
‰) � 3x + y = –4

y = 4 2x + y = 0 x + 3y = 9 x + 2y = –3

¡· Ï‡ÛÂÙÂ Ù· Û˘ÛÙ‹Ì·Ù·:

·) � 3x – y = 7
‚) � 2x – y = 3

Á) � 3x – 2y = 0
‰) � –2x+ 3y = 5

–2x + y = 4 5x + 2y = 6 2x + 3y = 0 6x – 9y = 3

¡· Ï‡ÛÂÙÂ Ù· Û˘ÛÙ‹Ì·Ù·:

·) � = 3
‚) � – y = 1

Á) � + = 3

= 4 +   = –1 –   = 4

¡· Ï‡ÛÂÙÂ Ù· Û˘ÛÙ‹Ì·Ù·:

·) � 4x – 3(2x + 3y) = 20 – x + y
‚) � x(y + 4) = y(x – 6) – 15 + 3x

2(x – 2y) + 5(x – 2) = 3y + 4 (x – 1)(x + 2y) = (x + y)2 – y(y + 1)

¡· Ï‡ÛÂÙÂ Ù· Û˘ÛÙ‹Ì·Ù·:

·) � 1,3· – 0,8‚ = 2,1
‚) � – 0,2Ê = 1,5

Á) � 2,5x + 3,2y = –1,8

0,9· + 0,4‚ = 0,5 3ˆ + 1,4Ê = –1 1,6x – 2,4y = –5,6

ˆ
4

5

4

y – 6
2

x + 4
3

y
4

x
6

3x – y
2

2y + 1
3

x – 5
2

x – 1
4

2x + y
4

3

2

1
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¡· Ï‡ÛÂÙÂ Ù· Û˘ÛÙ‹Ì·Ù·:

·) � –  = 0
‚) � +  =   

Á) � –  =   

x + y = 3 +   =    + = 1

¡· ‚ÚÂ›ÙÂ ÙÔ ÎÔÈÓfi ÛËÌÂ›Ô ÙˆÓ Â˘ıÂÈÒÓ Â1 : 2x + 5y = 10  Î·È Â2 : x – y = 1.

OÈ Â˘ıÂ›Â˜:
Â1 : 2x – 3y = –14
Â2 : x + y = –2
Â3 : 3x – y = 14
Ù¤ÌÓÔÓÙ·È ¤Íˆ ·fi ÙÔ ¯·ÚÙ› Û¯Â‰›·ÛË˜.
ªÔÚÂ›ÙÂ Ó· ‚ÚÂ›ÙÂ ÙÈ˜ Û˘ÓÙÂÙ·ÁÌ¤ÓÂ˜
ÙˆÓ ÎÔÈÓÒÓ ÛËÌÂ›ˆÓ ÙÔ˘˜;

AÓ 3 + 3 + 3 + ... + 3 + 5 + 5 + 5 + ... + 5 = 410  Î·È ÙÔ Ï‹ıÔ˜ ÙˆÓ ÚÔÛıÂÙ¤ˆÓ
ÙÔ˘ ÚÒÙÔ˘ Ì¤ÏÔ˘˜ Â›Ó·È 100, Ó· ‚ÚÂ›ÙÂ fiÛÂ˜ ÊÔÚ¤˜ ¯ÚËÛÈÌÔÔÈ‹ıËÎÂ Ô ·ÚÈıÌfi˜
3 Î·È fiÛÂ˜ ÊÔÚ¤˜ Ô ·ÚÈıÌfi˜ 5.

AÓ ÙÔ Û‡ÛÙËÌ· � ·x + ‚y = 7     
¤¯ÂÈ ˆ˜ Ï‡ÛË x = 1 Î·È y = 2, Ó· ‚ÚÂ›ÙÂ ÙÈ˜ ÙÈÌ¤˜

2·x – ‚y = 8
ÙˆÓ ·ÚÈıÌÒÓ ·, ‚.

∏ Â˘ıÂ›· ÌÂ ÂÍ›ÛˆÛË ·x + y = ‚ ‰È¤Ú¯ÂÙ·È ·fi Ù· ÛËÌÂ›· ∞(1, 2) Î·È μ(–3, –2).
¡· ‚ÚÂ›ÙÂ ÙÈ˜ ÙÈÌ¤˜ ÙˆÓ ·, ‚.

¡· ‚ÚÂ›ÙÂ ÙÔ˘˜ ·ÚÈıÌÔ‡˜ Ï, Ì, ÒÛÙÂ Ë ÂÍ›ÛˆÛË x2 + (Ï – Ì)x + Ì – 2Ï = 0 Ó· ¤¯ÂÈ
Ú›˙Â˜ ÙÔ˘˜ ·ÚÈıÌÔ‡˜ –1 Î·È 3.

™ÙÔ ¿Óˆ Ì¤ÚÔ˜ ÂÓfi˜ ÙÔ›¯Ô˘ Ì‹ÎÔ˘˜
180 cm ¤¯Ô˘Ó ÙÔÔıÂÙËıÂ› Ú¿ÛÈÓ· Î·È
Á·Ï¿˙È· ‰È·ÎÔÛÌËÙÈÎ¿ ÙÔ‡‚Ï· ÛÂ ‰‡Ô
ÛÂÈÚ¤˜. ¡· ˘ÔÏÔÁ›ÛÂÙÂ ÙÔ Ì‹ÎÔ˜ Î¿ıÂ
Ú¿ÛÈÓÔ˘ Î·È Á·Ï¿˙ÈÔ˘ ÙÔ‡‚ÏÔ˘.

™˘ÛÎÂ˘¿Û·ÌÂ 2,5 ÙfiÓÔ˘˜ ÂÏ·ÈfiÏ·‰Ô˘ ÛÂ
800 ‰Ô¯Â›· ÙˆÓ 2 Î·È 5 ÎÈÏÒÓ. ¡· ‚ÚÂ›ÙÂ 
fiÛ· ‰Ô¯Â›· ¯ÚËÛÈÌÔÔÈ‹Û·ÌÂ ·fi Î¿ıÂ
Â›‰Ô˜.

14

13

12

11

10

9

8

7

9
Ê

–6
ˆ

5
6

4
‚

3
·

1
3

1
Ê

2
ˆ

1
6

2
‚

1
·

2
y

1
x
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180 cm

y

x0Â
2 : x+y=–2

Â 3
: 3

x–
y=

14Â 1
: 2

x–3y=
–14



O Ì¤ÛÔ˜ fiÚÔ˜ ÙË˜ ‚·ıÌÔÏÔÁ›·˜ ÂÓfi˜ Ì·ıËÙ‹ ÛÙË º˘ÛÈÎ‹ Î·È ÙË ÃËÌÂ›· Î·Ù¿ ÙÔ
ÚÒÙÔ ÙÚ›ÌËÓÔ ‹Ù·Ó 16. ™ÙÔ ‰Â‡ÙÂÚÔ ÙÚ›ÌËÓÔ Ô ‚·ıÌfi˜ ÙË˜ º˘ÛÈÎ‹˜ ÌÂÈÒıËÎÂ
Î·Ù¿ 2 ÌÔÓ¿‰Â˜, Ô ‚·ıÌfi˜ ÙË˜ ÃËÌÂ›·˜ ·˘Í‹ıËÎÂ Î·Ù¿ 4 ÌÔÓ¿‰Â˜ ÌÂ ·ÔÙ¤ÏÂÛÌ·
ÔÈ ‰‡Ô ‚·ıÌÔ› Ó· Á›ÓÔ˘Ó ›ÛÔÈ. ¶ÔÈÔ˘˜ ‚·ıÌÔ‡˜ Â›¯Â Ô Ì·ıËÙ‹˜ ÛÂ Î·ı¤Ó· ·fi Ù·
‰‡Ô Ì·ı‹Ì·Ù· Î·Ù¿ ÙÔ ÚÒÙÔ ÙÚ›ÌËÓÔ;

Δ· Î¤ÓÙÚ· ‰‡Ô Î‡ÎÏˆÓ Ô˘ ÂÊ¿ÙÔÓÙ·È ÂÛˆÙÂÚÈÎ¿ ·¤¯Ô˘Ó 12 cm. ∞Ó ÔÈ Î‡ÎÏÔÈ
ÌÂÙ·ÙÔÈÛÙÔ‡Ó ¤ÙÛÈ ÒÛÙÂ Ó· ÂÊ¿ÙÔÓÙ·È ÂÍˆÙÂÚÈÎ¿, ÙfiÙÂ Ù· Î¤ÓÙÚ· ÙÔ˘ ·¤¯Ô˘Ó
58 cm. ¡· ‚ÚÂ›ÙÂ ÙÈ˜ ·ÎÙ›ÓÂ˜ ÙˆÓ ‰‡Ô Î‡ÎÏˆÓ.

∞Ó ÔÈ Ì·ıËÙ¤˜ ÂÓfi˜ ÙÌ‹Ì·ÙÔ˜ Î·ı›ÛÔ˘Ó ·Ó¿ ¤Ó·˜ ÛÂ Î¿ıÂ ıÚ·Ó›Ô, ÙfiÙÂ ı· ÌÂ›ÓÔ˘Ó
fiÚıÈÔÈ 8 Ì·ıËÙ¤˜, ÂÓÒ ·Ó Î·ı›ÛÔ˘Ó ·Ó¿ ‰‡Ô ı· ÌÂ›ÓÔ˘Ó ÎÂÓ¿ 4 ıÚ·Ó›·. ¡· ‚ÚÂ›ÙÂ
fiÛÔÈ Â›Ó·È ÔÈ Ì·ıËÙ¤˜ Î·È fiÛ· Ù· ıÚ·Ó›·.

ªÈ· ÔÙÔÔÈ›· ·Ú·ÛÎÂ‡·ÛÂ 400 Ï›ÙÚ· Ô‡˙Ô ÂÚÈÂÎÙÈÎfiÙËÙ·˜ 38% vol, ·Ó·ÌÂÈ-
ÁÓ‡ÔÓÙ·˜ ‰‡Ô ÔÈfiÙËÙÂ˜ ÌÂ ÂÚÈÂÎÙÈÎfiÙËÙÂ˜ 32% vol Î·È 48% vol ·ÓÙ›ÛÙÔÈ¯·. ¶fiÛ·
Ï›ÙÚ· ·fi Î¿ıÂ ÔÈfiÙËÙ· ¯ÚËÛÈÌÔÔ›ËÛÂ;

ŒÓ· ·˘ÙÔÎ›ÓËÙÔ ÌÂÙ¿ ÙËÓ ÂÓÂÚÁÔÔ›ËÛË
ÙˆÓ ÊÚ¤ÓˆÓ ÙÔ˘ Û˘Ó¤¯È˙Â Ó· ÎÈÓÂ›Ù·È ÌÂ
Ù·¯‡ÙËÙ· ˘ = ˘0 – ·t, fiÔ˘ t Ô ¯ÚfiÓÔ˜
Ô˘ ÌÂÛÔÏ¿‚ËÛÂ ·fi ÙË ÛÙÈÁÌ‹ ÙÔ˘
ÊÚÂÓ·Ú›ÛÌ·ÙÔ˜. ∞Ó 2 sec ÌÂÙ¿ ÙÔ ÊÚÂ-
Ó¿ÚÈÛÌ· ÙÔ ·˘ÙÔÎ›ÓËÙÔ Â›¯Â Ù·¯‡ÙËÙ· 12m/sec Î·È 2sec ·ÚÁfiÙÂÚ· Â›¯Â Ù·¯‡ÙËÙ·
4 m/sec, Ó· ‚ÚÂ›ÙÂ ÙËÓ ·Ú¯ÈÎ‹ Ù·¯‡ÙËÙ· ˘0 Î·È ÙËÓ ÂÈ‚Ú¿‰˘ÓÛË ·. ™Â fiÛÔ ¯ÚfiÓÔ
·fi ÙË ÛÙÈÁÌ‹ ÙÔ˘ ÊÚÂÓ·Ú›ÛÌ·ÙÔ˜ ı· ÛÙ·Ì·Ù‹ÛÂÈ ÙÔ ·˘ÙÔÎ›ÓËÙÔ;

∞fi ¤Ó· ÛÙ·ıÌfi ‰ÈÔ‰›ˆÓ ¤Ú·Û·Ó 945 ·˘ÙÔÎ›-
ÓËÙ· Î·È ÌÔÙÔÛÈÎÏ¤ÙÂ˜ Î·È ÂÈÛÚ¿¯ÙËÎ·Ó 1810 C.
∞Ó Ô Ô‰ËÁfi˜ Î¿ıÂ ·˘ÙÔÎÈÓ‹ÙÔ˘ Ï‹ÚˆÛÂ 2 C Î·È
Ô Ô‰ËÁfi˜ Î¿ıÂ ÌÔÙÔÛÈÎÏ¤Ù·˜ Ï‹ÚˆÛÂ 1,2 C, Ó·
‚ÚÂ›ÙÂ fiÛ· ‹Ù·Ó Ù· ·˘ÙÔÎ›ÓËÙ· Î·È fiÛÂ˜ ÔÈ
ÌÔÙÔÛÈÎÏ¤ÙÂ˜.

™’ ¤Ó· ÙËÏÂÔÙÈÎfi ·È¯Ó›‰È ÛÂ Î¿ıÂ ·›ÎÙË ˘Ô‚¿ÏÏÔÓÙ·È 10 ÂÚˆÙ‹ÛÂÈ˜ Î·È ÁÈ· Î¿ıÂ
ÛˆÛÙ‹ ·¿ÓÙËÛË ÚÔÛÙ›ıÂÓÙ·È ‚·ıÌÔ›, ÂÓÒ ÁÈ· Î¿ıÂ Ï·Óı·ÛÌ¤ÓË ·¿ÓÙËÛË ·Ê·È-
ÚÔ‡ÓÙ·È ‚·ıÌÔ›. ŒÓ·˜ ·›ÎÙË˜ ¤‰ˆÛÂ 7 ÛˆÛÙ¤˜ ··ÓÙ‹ÛÂÈ˜ Î·È Û˘ÁÎ¤ÓÙÚˆÛÂ 64
‚·ıÌÔ‡˜, ÂÓÒ ¤Ó·˜ ¿ÏÏÔ˜ ¤‰ˆÛÂ 4 ÛˆÛÙ¤˜ ··ÓÙ‹ÛÂÈ˜ Î·È Û˘ÁÎ¤ÓÙÚˆÛÂ 28
‚·ıÌÔ‡˜. ¶fiÛÔ˘˜ ‚·ıÌÔ‡˜ ·›ÚÓÂÈ ¤Ó·˜ ·›ÎÙË˜ ÁÈ· Î¿ıÂ ÛˆÛÙ‹ ·¿ÓÙËÛË Î·È
fiÛÔÈ ‚·ıÌÔ› ÙÔ‡ ·Ê·ÈÚÔ‡ÓÙ·È ÁÈ· Î¿ıÂ Ï·Óı·ÛÌ¤ÓË ·¿ÓÙËÛË;
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3.3 AÏÁÂ‚ÚÈÎ‹ Â›Ï˘ÛË ÁÚ·ÌÌÈÎÔ‡ Û˘ÛÙ‹Ì·ÙÔ˜



N· ÂÈÏ‡ÛÂÙÂ ÁÚ·ÊÈÎ¿ ÙÔ Û‡ÛÙËÌ· � x + y = 1
,  fiÔ˘ k Ú·ÁÌ·ÙÈÎfi˜ ·ÚÈıÌfi˜.

x + y = k

AÓ ÔÈ Â˘ıÂ›Â˜ Â1 : (Ï + Ì)x + y = 7 Î·È Â2 : x + (Ï + 3Ì)y = 1 Ù¤ÌÓÔÓÙ·È ÛÙÔ ÛËÌÂ›Ô
∞(2, 1), Ó· ˘ÔÏÔÁ›ÛÂÙÂ ÙÈ˜ ÙÈÌ¤˜ ÙˆÓ Ï Î·È Ì.

∞Ó Ù· Û˘ÛÙ‹Ì·Ù· (™1): �  x – y = 3   
, Î·È   (™2) : �  2x + ·y = ‚

2x + y = 9 3x – ‚y = ·
¤¯Ô˘Ó ÙËÓ ›‰È· Ï‡ÛË, Ó· ‚ÚÂ›ÙÂ ÙÔ˘˜ ·ÚÈıÌÔ‡˜ ·, ‚.

¡· ˘ÔÏÔÁ›ÛÂÙÂ ÙÈ˜ ÙÈÌ¤˜ ÙˆÓ x, y fiÙ·Ó:
·) (x + y – 2)2 + (2x – 3y + 1)2 = 0 ‚) 2x2 + y2 – 2xy + 4x + 4 = 0

¡· Ï‡ÛÂÙÂ Ù· Û˘ÛÙ‹Ì·Ù·:

·) � (2x – 3y + 4)(x + y)=0
‚) � (3x – 4y)(x + 2y) = 8

Á) � x2 + y2 = 2xy

2x + y = 4 + y = –2 x + y = 7

¡· ‚ÚÂ›ÙÂ ‰‡Ô ·ÚÈıÌÔ‡˜, Ô˘ ¤¯Ô˘Ó ¿ıÚÔÈÛÌ· 100 Î·È ·Ó ‰È·ÈÚ¤ÛÔ˘ÌÂ ÙÔ ÌÂÁ·Ï‡-
ÙÂÚÔ ÌÂ ÙÔ ÌÈÎÚfiÙÂÚÔ, ÙfiÙÂ ı· ÚÔÎ‡„ÂÈ ËÏ›ÎÔ 4 Î·È ˘fiÏÔÈÔ 15.

∞Ó Ë ÂÍ›ÛˆÛË (2Ï – Î – 3)x = Î – Ï + 1 Â›Ó·È ·fiÚÈÛÙË, Ó· ‚ÚÂ›ÙÂ ÙÔ˘˜ ·ÚÈıÌÔ‡˜ Î, Ï.

Δ· Î¤ÓÙÚ· ‰‡Ô Î‡ÎÏˆÓ Ô˘ ÂÊ¿ÙÔÓÙ·È ÂÍˆÙÂÚÈÎ¿ ·¤¯Ô˘Ó 18 cm. ∞Ó Ù· ÂÌ‚·‰¿
ÙˆÓ ‰‡Ô Î‡ÎÏˆÓ ‰È·Ê¤ÚÔ˘Ó Î·Ù¿ 72 cm2, Ó· ‚ÚÂ›ÙÂ ÙÈ˜ ·ÎÙ›ÓÂ˜ ÙˆÓ ‰‡Ô Î‡ÎÏˆÓ.

¡· ‚ÚÂ›ÙÂ ÙÈ˜ ËÏÈÎ›Â˜ ‰‡Ô ·‰ÂÏÊÒÓ, ·Ó Û‹ÌÂÚ· ‰È·Ê¤ÚÔ˘Ó Î·Ù¿ 5 ¯ÚfiÓÈ·, ÂÓÒ ÌÂÙ¿

·fi 11 ¯ÚfiÓÈ· ÔÈ ËÏÈÎ›Â˜ ÙÔ˘˜ ı· ¤¯Ô˘Ó ÏfiÁÔ .

™’ ¤Ó· Ù·Í›‰È ÌÂ ÏÔ›Ô, ÙÔ ÂÈÛÈÙ‹ÚÈÔ ÙË˜ ∞� ı¤ÛË˜ ÎÔÛÙ›˙ÂÈ 18 C Î·È ÙË˜ μ� ı¤ÛË˜
ÎÔÛÙ›˙ÂÈ 6 C ÏÈÁfiÙÂÚ·. ∞Ó Û’ ¤Ó· Ù·Í›‰È ÎfiËÎ·Ó 350 ÂÈÛÈÙ‹ÚÈ· Û˘ÓÔÏÈÎ‹˜ ·Í›·˜
4500 C, Ó· ‚ÚÂ›ÙÂ fiÛ· ÂÈÛÈÙ‹ÚÈ· ÎfiËÎ·Ó ·fi Î¿ıÂ Î·ÙËÁÔÚ›·.

¡· ‚ÚÂ›ÙÂ ¤Ó· ‰È„‹ÊÈÔ ·ÚÈıÌfi, Ô˘ ÙÔ ¿ıÚÔÈÛÌ· ÙˆÓ „ËÊ›ˆÓ ÙÔ˘ Â›Ó·È ›ÛÔ ÌÂ 10
Î·È ·Ó ÂÓ·ÏÏ¿ÍÔ˘ÌÂ Ù· „ËÊ›· ÙÔ˘, ÙfiÙÂ ı· ÚÔÎ‡„ÂÈ ·ÚÈıÌfi˜ Î·Ù¿ 18 ÌÈÎÚfiÙÂÚÔ˜.

∞Ó ‰È·ÈÚ¤ÛÔ˘ÌÂ ¤Ó· ‰È„‹ÊÈÔ ·ÚÈıÌfi ÌÂ ÙÔ ¿ıÚÔÈÛÌ· ÙˆÓ „ËÊ›ˆÓ ÙÔ˘, ‚Ú›ÛÎÔ˘ÌÂ
ËÏ›ÎÔ 6 Î·È ˘fiÏÔÈÔ 3. ∞Ó ÂÓ·ÏÏ¿ÍÔ˘ÌÂ Ù· „ËÊ›· ÙÔ˘ Î·È ÙÔÓ ·ÚÈıÌfi Ô˘
ÚÔÎ‡ÙÂÈ ÙÔÓ ‰È·ÈÚ¤ÛÔ˘ÌÂ ÌÂ ÙÔ ¿ıÚÔÈÛÌ· ÙˆÓ „ËÊ›ˆÓ ÙÔ˘, ‚Ú›ÛÎÔ˘ÌÂ ËÏ›ÎÔ 4
Î·È ˘fiÏÔÈÔ 9. ¶ÔÈÔ˜ Â›Ó·È Ô ·Ú¯ÈÎfi˜ ‰È„‹ÊÈÔ˜ ·ÚÈıÌfi˜;
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∞Ó ÂÏ·ÙÙÒÛÔ˘ÌÂ ÙÔ Ì‹ÎÔ˜ ÂÓfi˜ ÔÚıÔÁˆÓ›Ô˘ Î·Ù¿ 2 m Î·È ·˘Í‹ÛÔ˘ÌÂ ÙÔ Ï¿ÙÔ˜
ÙÔ˘ Î·Ù¿ 5 m, ÙÔ ÂÌ‚·‰fiÓ ÙÔ˘ ·˘Í¿ÓÂÙ·È Î·Ù¿ 94 m2. ∞Ó fiÌˆ˜, ·˘Í‹ÛÔ˘ÌÂ ÙÔ
Ì‹ÎÔ˜ ÙÔ˘ Î·Ù¿ 4 m Î·È ÂÏ·ÙÙÒÛÔ˘ÌÂ ÙÔ Ï¿ÙÔ˜ ÙÔ˘ Î·Ù¿ 6 m, ÙÔ ÂÌ‚·‰fiÓ ÙÔ˘
ÂÏ·ÙÙÒÓÂÙ·È Î·Ù¿ 104 m2. ¶ÔÈÂ˜ Â›Ó·È ÔÈ ‰È·ÛÙ¿ÛÂÈ˜ ÙÔ˘ ÔÚıÔÁˆÓ›Ô˘;

√È fiÏÂÈ˜ ∞ Î·È μ ·¤¯Ô˘Ó 55 km. ŒÓ·
·˘ÙÔÎ›ÓËÙÔ ÍÂÎÈÓ¿ ·fi ÙËÓ fiÏË ∞ Î·È ÌÂ
Ì¤ÛË Ù·¯‡ÙËÙ· 80 km/h ÎÈÓÂ›Ù·È ÚÔ˜
ÙËÓ fiÏË μ. ¢ÂÎ·¤ÓÙÂ ÏÂÙ¿ ÌÂÙ¿ ÙËÓ
ÂÎÎ›ÓËÛ‹ ÙÔ˘ ¤Ó· ¿ÏÏÔ ·˘ÙÔÎ›ÓËÙÔ
ÍÂÎÈÓ¿ ·fi ÙËÓ fiÏË μ Î·È ÌÂ Ì¤ÛË Ù·¯‡ÙËÙ· 60 km/h ÎÈÓÂ›Ù·È ÚÔ˜ ÙËÓ fiÏË ∞.
¶fiÛÔ ¯ÚfiÓÔ ÎÈÓ‹ıËÎÂ Î¿ıÂ ·˘ÙÔÎ›ÓËÙÔ Ì¤¯ÚÈ ÙË Û˘Ó¿ÓÙËÛ‹ ÙÔ˘˜;

¢‡Ô ·˘ÙÔÎ›ÓËÙ· ÎÈÓÔ‡ÓÙ·È ÌÂ ÛÙ·ıÂÚ¤˜ Ù·¯‡ÙËÙÂ˜ Î·È ·¤¯Ô˘Ó ÌÂÙ·Í‡ ÙÔ˘˜ 45 km.
∞Ó ÎÈÓÔ‡ÓÙ·È ÚÔ˜ ÙËÓ ›‰È· Î·ÙÂ‡ı˘ÓÛË ı· Û˘Ó·ÓÙËıÔ‡Ó ÌÂÙ¿ ·fi 3 ÒÚÂ˜, ÂÓÒ ·Ó
ÎÈÓÔ‡ÓÙ·È ÛÂ ·ÓÙ›ıÂÙË Î·ÙÂ‡ı˘ÓÛË, ı· Û˘Ó·ÓÙËıÔ‡Ó ÛÂ 20 ÏÂÙ¿. ªÂ ÔÈ· Ù·¯‡ÙËÙ·
ÎÈÓÂ›Ù·È Î¿ıÂ ·˘ÙÔÎ›ÓËÙÔ;

ŒÓ· ÙÚ¤ÓÔ ÎÈÓÂ›Ù·È ÌÂ ÛÙ·ıÂÚ‹ Ù·¯‡ÙËÙ·.
√ ¯ÚfiÓÔ˜, Ô˘ ÌÂÛÔÏ·‚Â› ·fi ÙË ÛÙÈÁÌ‹
Ô˘ ı· ÂÈÛ¤ÏıÂÈ ÛÂ ÌÈ· Û‹Ú·ÁÁ· Ì‹ÎÔ˘˜
180 m Ì¤¯ÚÈ ÙË ÛÙÈÁÌ‹ Ô˘ Î·È ÙÔ ÙÂÏÂ˘Ù·›Ô
ÙÔ˘ ‚·ÁfiÓÈ ı· ÂÍ¤ÏıÂÈ ·’ ·˘Ù‹, Â›Ó·È
12 sec. ™Â ÌÈ· ‰Â‡ÙÂÚË Û‹Ú·ÁÁ· Ì‹ÎÔ˘˜
930 m Ô ·ÓÙ›ÛÙÔÈ¯Ô˜ ¯ÚfiÓÔ˜ Ô˘ ÌÂÛÔÏ·‚Â›
Â›Ó·È 42 sec. ¡· ‚ÚÂ›ÙÂ ÙËÓ Ù·¯‡ÙËÙ· Î·È ÙÔ
Ì‹ÎÔ˜ ÙÔ˘ ÙÚ¤ÓÔ˘.

√È ·ÓÙÈÛÙ¿ÛÂÈ˜ R1, R2, ·Ó Û˘Ó‰ÂıÔ‡Ó ·Ú¿ÏÏËÏ·, ¤¯Ô˘Ó ÔÏÈÎ‹ ·ÓÙ›ÛÙ·ÛË 2,4 ø.
∞Ó Ë ·ÓÙ›ÛÙ·ÛË R2 Û˘Ó‰ÂıÂ› ·Ú¿ÏÏËÏ· ÌÂ ·ÓÙ›ÛÙ·ÛË 12 ø, ÙfiÙÂ Ë ÔÏÈÎ‹ ÙÔ˘˜
·ÓÙ›ÛÙ·ÛË Â›Ó·È R1. ¡· ‚ÚÂ›ÙÂ ÙÈ˜ ÙÈÌ¤˜ ÙˆÓ ·ÓÙÈÛÙ¿ÛÂˆÓ R1, R2.

ñ °Ú·ÌÌÈÎ‹ ÂÍ›ÛˆÛË ÌÂ ‰‡Ô ·ÁÓÒÛÙÔ˘˜ x, y ÔÓÔÌ¿˙ÂÙ·È Î¿ıÂ ÂÍ›ÛˆÛË ÙË˜ ÌÔÚÊ‹˜ ·x + ‚y = Á,
.¯. 3χ + 2y = 7.

ñ §‡ÛË ÙË˜ ÁÚ·ÌÌÈÎ‹˜ ÂÍ›ÛˆÛË˜ ·x + ‚y = Á ÔÓÔÌ¿˙ÂÙ·È Î¿ıÂ ‰È·ÙÂÙ·ÁÌ¤ÓÔ ˙Â‡ÁÔ˜ ·ÚÈıÌÒÓ (x, y)
Ô˘ ÙËÓ Â·ÏËıÂ‡ÂÈ.
¶.¯. ÙÔ ‰È·ÙÂÙ·ÁÌ¤ÓÔ ˙Â‡ÁÔ˜ (1, 2) Â›Ó·È Ï‡ÛË ÙË˜ ÂÍ›ÛˆÛË˜ 3χ + 2y = 7, ·ÊÔ‡ 3 � 1 + 2 � 2 = 7.

ñ ∏ ÁÚ·ÌÌÈÎ‹ ÂÍ›ÛˆÛË  ·x + ‚y = Á ·ÚÈÛÙ¿ÓÂÈ Â˘ıÂ›·  Â, ·Ó · � 0  ‹  ‚ � 0.

1.  ΓΡΑΜΜΙΚΗ ΕΞΙΣΩΣΗ ΜΕ ΔΥΟ ΑΓΝΩΣΤΟΥΣ

E¶∞¡∞§∏æ∏ – ∞¡∞∫∂º∞§∞πø™∏ 3o˘ K∂º∞§∞π√À
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3.3 AÏÁÂ‚ÚÈÎ‹ Â›Ï˘ÛË ÁÚ·ÌÌÈÎÔ‡ Û˘ÛÙ‹Ì·ÙÔ˜

80 km/h 60 km/h

A B55 km



∞Ó  ·�0   Î·È  ‚�0,  ÙfiÙÂ  Ë   ∞Ó ·=0, ÙfiÙÂ Ë ÁÚ·ÌÌÈÎ‹ ÂÍ›ÛˆÛË ∞Ó ‚=0, ÙfiÙÂ Ë ÁÚ·ÌÌÈÎ‹ ÂÍ›ÛˆÛË
ÁÚ·ÌÌÈÎ‹ ÂÍ›ÛˆÛË  ·x+‚y=Á Â›Ó·È ÙË˜ ÌÔÚÊ‹˜ y=Î  Î·È ·ÚÈ- Â›Ó·È ÙË˜ ÌÔÚÊ‹˜ x=Î  Î·È ·ÚÈ-
·ÚÈÛÙ¿ÓÂÈ Â˘ıÂ›· Ô˘ Ù¤ÌÓÂÈ ÛÙ¿ÓÂÈ  Â˘ıÂ›· ·Ú¿ÏÏËÏË ÛÙÔÓ ÛÙ¿ÓÂÈ  Â˘ıÂ›· ·Ú¿ÏÏËÏË ÛÙÔÓ 
Î·È ÙÔ˘˜ ‰‡Ô ¿ÍÔÓÂ˜. ¿ÍÔÓ·  x�x  ‹  ÙÔÓ ¿ÍÔÓ·  x�x. ¿ÍÔÓ·  y�y  ‹ ÙÔÓ ¿ÍÔÓ·  y�y.

ñ ∞Ó ¤Ó· ÛËÌÂ›Ô ·Ó‹ÎÂÈ ÛÂ ÌÈ· Â˘ıÂ›·, ÙfiÙÂ ÔÈ Û˘ÓÙÂÙ·ÁÌ¤ÓÂ˜ ÙÔ˘ Â·ÏËıÂ‡Ô˘Ó ÙËÓ ÂÍ›ÛˆÛË ÙË˜ Â˘ıÂ›·˜.
¶.¯. ·Ó ÙÔ ÛËÌÂ›Ô ª(3, 4) ·Ó‹ÎÂÈ ÛÙËÓ Â˘ıÂ›·  ε : αχ – y = 0, ÙfiÙÂ ÈÛ¯‡ÂÈ  3 � α – 4 = 0.

ñ ∞Ó ÔÈ Û˘ÓÙÂÙ·ÁÌ¤ÓÂ˜ ÂÓfi˜ ÛËÌÂ›Ô˘ Â·ÏËıÂ‡Ô˘Ó ÙËÓ ÂÍ›ÛˆÛË ÌÈ·˜ Â˘ıÂ›·˜, ÙfiÙÂ ÙÔ ÛËÌÂ›Ô ·Ó‹ÎÂÈ ÛÙËÓ
Â˘ıÂ›· ·˘Ù‹. ¶.¯. ÙÔ ÛËÌÂ›Ô ª(0, –2) ·Ó‹ÎÂÈ ÛÙËÓ Â˘ıÂ›· ε : 4χ – 5y = 10, ·ÊÔ‡ 4 � 0 – 5 � (–2) = 10.

ñ ∏ ÁÂÓÈÎ‹ ÌÔÚÊ‹ ÂÓfi˜ ÁÚ·ÌÌÈÎÔ‡ Û˘ÛÙ‹Ì·ÙÔ˜ ‰‡Ô ÂÍÈÛÒÛÂˆÓ ÌÂ ‰‡Ô ·ÁÓÒÛÙÔ˘˜ x, y Â›Ó·È:

(™) : � ·1x + ‚1y = Á1 .¯.     � 3χ + 2y = 4
·2x + ‚2y = Á2 χ – 3y = 5

ñ §‡ÛË ÙÔ˘ ÁÚ·ÌÌÈÎÔ‡ Û˘ÛÙ‹Ì·ÙÔ˜ (™) Â›Ó·È Î¿ıÂ ‰È·ÙÂÙ·ÁÌ¤ÓÔ ˙Â‡ÁÔ˜ ·ÚÈıÌÒÓ (x, y) Ô˘ Â·ÏËıÂ‡ÂÈ
Î·È ÙÈ˜ ‰‡Ô ÂÍÈÛÒÛÂÈ˜ ÙÔ˘. ¶.¯. ÙÔ ‰È·ÙÂÙ·ÁÌ¤ÓÔ ˙Â‡ÁÔ˜ (2, –1) Â›Ó·È Ï‡ÛË ÙÔ˘ Û˘ÛÙ‹Ì·ÙÔ˜ 

� 3χ + 2y = 4
,    ·ÊÔ‡ � 3�2 + 2�(–1) = 4

χ – 3y = 5 2 – 3�(–1) = 5

ñ ŒÓ· ÁÚ·ÌÌÈÎfi Û‡ÛÙËÌ· ÌÂ ‰‡Ô ·ÁÓÒÛÙÔ˘˜ x, y Ï‡ÓÂÙ·È ÌÂ ÙÔ˘˜ ÂÍ‹˜ ÙÚfiÔ˘˜:
·) °Ú·ÊÈÎ¿

™ÙÔ ›‰ÈÔ Û‡ÛÙËÌ· ·ÍfiÓˆÓ ·ÚÈÛÙ¿ÓÔ˘ÌÂ ÙÈ˜ ÂÍÈÛÒÛÂÈ˜ ÙÔ˘ Û˘ÛÙ‹Ì·ÙÔ˜ ÌÂ ‰‡Ô Â˘ıÂ›Â˜ Â1, Â2.

∞Ó ÔÈ Â1, Â2 Ù¤ÌÓÔÓÙ·È Û’ ¤Ó· ÛËÌÂ›Ô, ∞Ó ÔÈ Â1, Â2 Â›Ó·È ·Ú¿ÏÏËÏÂ˜ ∞Ó ÔÈ Â1, Â2 Ù·˘Ù›˙ÔÓÙ·È, ÙfiÙÂ ¤¯Ô˘Ó
ÙfiÙÂ ÙÔ Û‡ÛÙËÌ· ¤¯ÂÈ ÌÔÓ·‰ÈÎ‹ Ï‡ÛË ÙfiÙÂ ‰ÂÓ ¤¯Ô˘Ó Î·Ó¤Ó· ÎÔÈÓfi fiÏ· ÙÔ˘˜ Ù· ÛËÌÂ›· ÎÔÈÓ¿, ÔfiÙÂ
ÙÔ ˙Â‡ÁÔ˜ ÙˆÓ Û˘ÓÙÂÙ·ÁÌ¤ÓˆÓ ÙÔ˘ ÛËÌÂ›Ô, ÔfiÙÂ ÙÔ Û‡ÛÙËÌ· ‰ÂÓ ÙÔ Û‡ÛÙËÌ· ¤¯ÂÈ ¿ÂÈÚÂ˜ Ï‡ÛÂÈ˜.
ÛËÌÂ›Ô˘ ÙÔÌ‹˜ ÙÔ˘˜. ¶.¯. ¤¯ÂÈ Ï‡ÛË. ™ÙËÓ ÂÚ›ÙˆÛË ·˘Ù‹ ™ÙËÓ ÂÚ›ÙˆÛË ·˘Ù‹ Ï¤ÌÂ fiÙÈ ÙÔ

ÙÔ Û‡ÛÙËÌ· � x + y = 5 ¤¯ÂÈ Ï¤ÌÂ fiÙÈ ÙÔ Û‡ÛÙËÌ· Â›Ó·È ·‰‡Ó·ÙÔ. Û‡ÛÙËÌ· Â›Ó·È ·fiÚÈÛÙÔ.
2x + y = 8

ÌÔÓ·‰ÈÎ‹ Ï‡ÛË ÙËÓ (x, y) = (3, 2).

‚) ∞ÏÁÂ‚ÚÈÎ¿
ÃÚËÛÈÌÔÔÈÔ‡ÌÂ ÙË Ì¤ıÔ‰Ô ÙË˜ ·ÓÙÈÎ·Ù¿ÛÙ·ÛË˜ ‹ ÙˆÓ ·ÓÙÈı¤ÙˆÓ Û˘ÓÙÂÏÂÛÙÒÓ ÚÔÎÂÈÌ¤ÓÔ˘ Ó·
··ÏÂ›„Ô˘ÌÂ ÙÔÓ ¤Ó·Ó ·fi ÙÔ˘˜ ‰‡Ô ·ÁÓÒÛÙÔ˘˜ ÙÔ˘ Û˘ÛÙ‹Ì·ÙÔ˜ Î·È Ó· Î·Ù·Ï‹ÍÔ˘ÌÂ ÛÂ ÌÈ·
ÂÍ›ÛˆÛË 1Ô˘ ‚·ıÌÔ‡ ÌÂ ¤Ó·Ó ¿ÁÓˆÛÙÔ.
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M¤ÚÔ˜ ∞ - ∫ÂÊ¿Ï·ÈÔ 3Ô
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